ANALIZ-CEBIR

I-TAM VE KESIR DEGER

x gergel sayis1 icin n < x < n + 1 esitsizligini saglayan n tam sayisina z’in tam degeri
denir ve [|z|] ile gosterilir. x — [|x|] ifadesi ise ’in kesir degeri olarak adlandirilir ve {z}
ile gosterilir. [|z]] <z < [|z|]+ 1 oldugundan 0 < {z} < 1 dir. Yani kesir deger her zaman

negatif olmayan ve 1 den kiigiik bir gergel sayidir.

Ornek: z + 5 = [|z|]* denklemini gercel sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.

Coziim: =z + % = [|z|]* bir tamsay1 oldugu icin, n € Z olmak iizere, z = 2n2+ 1
seklinde yazilabilir <n < 2nt 1 < n+ loldugundan [|z|] = [| 2n2—i— ! ] = n> . Budurumda
2n 2+ ! + % = [|z|]] = n? dir ve buradan da n® —n — 6 = 0 bulunur. Denklemin kékleri
n=3ven=-2dir. n=3i¢in z = 7 = —2i¢in x = _73 bulunur. Buna goére ¢oziim

-3 7
kiimesi {2, 2} dir.

Ornek: {z}? = g denklemini gercel sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.

Coziim: {2} = z—[|z]] oldugundan (z — [|z]])* = £ buradan z° —2x[|z[]+[|z[]* = g yazip

4 1++/(4 1)2 — 16n?
[|#]] = n alirsak 22°—(4n+1)z+2n? = 0 buluruz. Buradan x5 = nt V(n+1) o

4

dn+1+£+/8n+1
4
4 14+ 1 4 14+ 1
T = nt +4 sn + ise n < o < n+1oldugu icin, n < nt +4 st <n+1
bulunur. Bu durumda v8n 4+ 1 < 3 yani 81+ 1 < 9 dur. Yani n < 1 olmalidir. Aym

-1
zamanda v/8n + 1 ifadesinin gergel olabilmesi i¢in n > 3 yani n > 0 olmalidir. n =0 ise

gikar.

1
z=3 bir ¢6ziimdiir.

dn+1—+V/8n+1
w:
4

-1
ulagiriz. Buradan da n < 0 bulunur. Yine 8n+1>0, n > 3 n > 0 esitsizliklerinden

ise, yine n < x < n+1 egitsizligini kullanarak 8n+1 < 1 sonucuna

n = 0 olmalidir. n = 0 igin = = 0 bir diger ¢oziimdiir.

Sonug olarak ¢oziim kiimesi {O, 3 dir.
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II- ESITSIZLIKLER

Bu bolumde ilk olarak, bu kitapta ve matematik olimpiyatlarina yonelik diger kitaplarda
kargilagilabilecek sorularin bircogunu c¢ozmek igin yeterli olan temel esitsizlikleri,ikinci
kisimda da bu egitsizliklerin genellemeleri ve bazi daha az kullamilan diger esitsizlikleri

verecegiz.

1. TEMEL ESITSIZLIKLER

Tim a,b gergel sayilar i¢in (a — b)2 > 0 egitsizliginin saglandig1 asikardir. Bu
temel esitsizlik bircok problemin ¢oziimiinde kullanilabilir. Benzer sekilde a > b

esitsizliginin a — b > 0 esitsizligine denk olmasi da bir temel 6zellik olarak verilebilir.
Ornek: Birbirinden farkli a, b pozitif gercel sayilari i¢in
a® + % > a®b + ab?
esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: (a® + b%) — (a®b + ab?) = (a®> — b?)(a — b) = (a + b)(a — b)? yazarsak
(a+b)(a — b)? > 0 oldugundan verilen esitsizlik ispatlanmis olur.

Ornek: Tiim =, 1y, z gercel sayilari icin
4y + 22 >yt 2w +ay

esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: (22 +y? +2%) — (yz + 20 +2y) = %(2:(}2 +2y? + 222 — 2yz — 220 — 22y) =
sl@ =9+ (y—2°+ (-2 >0

Ortalama Esitsizlikleri

(a — b)? > 0 esitsizliginden a? + b*> > 2ab elde edilir. Buradan negatif olmayan x
ve y gercel sayilar: icin %(a: +y) > /2y bulunur. Bu esitsizligin sol tarafindaki
terime x ve y nin aritmetik ortalamasi, sag tarafindaki terime de geometrik ortala-
mas1 adi verilir. Bu egitsizlik genellestirilerek x1, zo, ...z, pozitif gercel sayilar i¢in
Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizligi (AO > GO) elde edilir:

T+,
n

> Vxy- - xy.
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Esitlik ancak ve ancak x; = - -+ = x,, durumunda saglanir.
Ornek: z, y, z pozitif gercel sayilari icin 23433 +23 > 3zyz esitsizligini ispatlaymiz.
Coziim: AO > GO esitsizligini kullanarak istenilen egitsizlige bir adimda ulagabiliriz:

1 (2 +y* + 2°) > Vady3e3 = ayz.

3

Ornek: x,y gercel sayilar igin

at + 22y? 4yt - 3y + i
3 - 2

esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: (z —y) ile (23 — y3)’iin isaretleri ayni oldugu icin carpimlari negatif ola-
maz. Buradan z* +y* > 23y + 21 elde edilir. Diger taraftan AO > GO esitsizligini
kullanarak elde ettigimiz 2 + y? > 2zy esitsizliginden (22 + y?)? > 22y(2? + y?) =
223y + 2zy> buluruz. Icler diglar carpim yaparak ispatlamak istedigimiz esitsizligi
(xt 42222 +y) + (2 +y?) > 3(23y +2y?) seklinde yazarsak sol tarafin (22 +y?)% +
(x* 4 y*) ifadesine esit oldugu, onun da (223y + 2zy?) + (23y + ) = 323y + 3213

den biiyiik veya egit oldugu goriiliir.

. 1
Ornek: z,y, z pozitif gergel sayilar igcin —+—+— > esitsizligini ispatlayiniz.
x

3
z - Jryz
1 1 1

1
Coziim: AO > GO esitsizligini kullanarak 3 < + -+ > > ¢
x Yy z

I 1
TYz N Jxyz

bulunur.

Yukaridaki 6rnekte yer alan T 1.1 ifadesinden z1, x9, . . . , T, pozitif gercel sayilar

T Y z
igin genellegtirerek % ifadesi elde edilir ve Harmonik ortalama olarak ad-

1 T

landirilir. Bu durumda Geometrik-Harmonik ortalama esitsizligi (GO > HO)

kolaylikla ispatlanabilir: 1, xo, ...z, pozitif gercel sayilar: i¢in



dir.
Ornek: x, vy, z pozitif gercel sayilar: icin

T Y z
+ +
y+z z4+x x+yY

3
> =
-2

esitsizligini ispatlayiniz.

Cozim: AO > GO > HO egitsizliklerini kullanarak

1 1 1 1 3
- + + > bulunur. Buradan
3\y+z z4+z2 x4y yt+z+z+rxt+xrx+y

1 1
(z+y+ 2) - +
y+z z4+zx x4y
9
G A > —, buradan da GEEI A >
y+z z4+zx x4y 2 y+z z4+zx 4+y 2

ederiz.

9
) > 3 elde edilir. Carpmay1 dagitirsak 3 +

esitsizligini elde

2 2
Aritmetik, geometrik ve harmonik ortalamaya ek olarak karesel ortalamayi S i sk}

seklinde tanimlayabiliriz. Bu durumda yukaridaki gozlemleri de birlestirerek orta-

lama egitsizlikleri teoremini verebiliriz.

Teorem: Ortalama Esitsizlikleri

x1, T2, ... Ty, pozitif gergel sayilari igin

T SR N a4+ a? n
_—, KO: —7’1’ GO: n/ , HO:—

xr1 n

AO =

EB = En Buytk{xi,- - ,2,}, EK =En Kiigik{z,---,z,}

olarak tanimlanan aritmetik, karesel, geometrik, harmonik ortalamalar ve kiimenin

en biiyiik ve en kiigiik elemani icin

EB>KO>A0>GO > HO > EK

esitsizlikleri gegerlidir. Her biri igin esitlik ancak ve ancak z; = - - - = x,, durumunda
saglanir.
Ornek: T1,%2, - , Ty pozitif gergel sayilar igin

11 1 )
(T1 + 22+ +20) poni e L
1
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esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: AO > HO esitsizligini kullanarak

1’1+$2+"'+l’n> n
n 1,1

yazip, icler diglar carpimi yaparak istenilen esitsizlik ispatlanir.

Ornek: X1, X2, ... Ty pozitif gergel sayilari igin

1
5 (z1 + x2 +---+xn)2 < (EB{x1,x2,...,xn})(x1 + 222 + - - - + nxy)

esitsizligini ispat ediniz.

Coziim: (z1+2z2+---+nx,) = (x1+x2+x3+-+20) + (22 + 234+ +20) +
o4 (Tp—1 + Tp) + T, esitligini kullanarak

(EB{z1,22,...,x,})(x1 + 200+ - +nzyp) > zi(m1+22+ -+ 20) +

elde ederiz.

Ornek: Tiim x, 1, z pozitif gercel sayilari igin

VIt +y222 4 /yt 4 2222 4 /24 4 2292 > V2(xy + yz + 2)

esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: KO > AO esitsizliginden
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zd+ 9222 2?4 yz yh 4 2222 P+ 2z A 422y 224y
= Y. > Y. > ve
2 - 2 2 2 2 2

PP+ rtytz
3 >
oldugundan

esitsizligi 22 + y2 + 22 > axy + yz + 2z esitsizligine denk

1
Vat + 222 + Jyt + 2202 + A+ a2y > (@t + P+ 22 4wy + gz + ozx) >

N

V2(zy 4 yz + zzx) olur.

Ornek: xy + yz + zx = 1 kogulunu saglayan tim z, y, z pozitif gercel sayilar: i¢in

V2@ + 2+ 2) > V1422 + 1+ 2+ V1 + 22

oldugunu gosteriniz.

Cozim:

Vidta? = Vay+yz+ze+a22=/(z+y)(z+2)
2
< FEVEE (GO < A0)

oldugundan v/1+ 22 + /1 4+ 32 + V1 + 22 < 2(x + y + 2) bulunur.
Pyt wtytz

3 (KO > AO) bu ifade de 1/12(x2 + 42 + 22) > 2(z +
y + z) esitsizligine denk oldugu igin

VI2@2+ 2+ 28 > 2e 4y +2) > VIt a2+ 1+ 2+ V1422

dir.
Cauchy-Schwarz Esitsizligi
Teorem: ai,---,an,b1, -, b, gergel sayilar olmak iizere
(a1by + -+ apby)? < (a%+---+a%) (5%4_...4_57%)
dir. Esitlik ancak ve ancak a; = sb; Vi = 1,...,n denklemini saglayan bir s sabiti

bulunmasi durumunda saglanir.

Ornek: Tim z,y, z gercel sayilar: icin

3a®+y°+2°) = (x+y+2)°
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esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: Cauchy-Schwarz Esitsizligini kullanarak ispati bir satirda verebiliriz:
(P2+124+1) (22 +2+2H)>Q-2+1-y+1-2)2

Ornek: z, y, z pozitif gercel sayilar olmak tizere

3 3 3
X z
A A
Yy 2

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Cauchy-Schwarz Esitsizliginden

3 .3 .3
T z
(xy + yz + 2x) (y—i—yz—i—x) > (22 + 2+ 222 > (22 + 92 + D) (xy + yz + 2x)

PR B
yazabiliriz. Buradan da — + “ + = > 22 + ¢* 4 2% bulunur.
x

Yy z

Cauchy-Schwarz Esitsizligini kullanarak, bazen oldukgca ise yarayan, agagidaki egitsizlik
ispatlanabilir:

ai, a9, . ..an herhangi gergel sayilar, by, bo, . . . by, ise pozitif gercel sayilar olmak iizere,

o a3 G > (a1 + ag + - + ap)?
bl b2 bn b1+b2++bn
dir. Esitlik ancak ve ancak a; = sb; Vi = 1,...,n denklemini saglayan bir s sabiti

bulunmasi durumunda saglanir.

Ornek: Tiim x,y, z pozitif gercel sayilar icin zyz = 1 olmasi durumunda

1 1 1
+ +
By+z) ylzt+z) 2B(x+y)

>

| W

esitsizligini ispatlayiniz.

1 1 . ..

—,c = — alirsak, verilen denklem abc = 1 seklini alir. Bu
Y z

m gosterimini kullanarak;

o 1
Coziim: a = —,b =
x

durumda simetrik topla

1 1 a
D PRSP Dy R D

simetrik simetrik @ ¢ simetrik
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yazabiliriz. Simdi Cauchy-Schwarz Esitsizliginin bir sonucu olarak yukarida yazdigimiz

esitsizligi kullanarak

>
. o b4+ec ™
simetrik

bulunur. Son esitsizlikte AO > GO kullanilmigtir.

Z a? (a+b+c)2_a+b+c>3\3/abc_3
2@+b+c) 2 T 2 2

2. DIGER ESITSIZLIKLER

1
i + - +ah\7r
n
seklinde tanimlar ve bu tanimi ¢ € {£o00,0} i¢in M, = lim M,, olarak genisletirsek M., =

p—q

En biyik{z;}, KO = My, AO = My, GO = My, HO = M_;,ve En kiiciikk{z;} = M_

olur. Bu gosterim kullanilarak, yukarida verilen esitsizlikler

Karesel ortalamanin genellemesi olarak p. dereceden (p # 0) ortalamayi M,, = (

M, < Mg <= p=<gq

seklinde genellenebilir.

Yukarida tanimlanan ortalamalar bir adim daha genellegtirilerek, agirlikli ortalama kavrami

verilebilir:
. ..o wixy s+ Wy . o .
wy, we, . . . Wy pozitif gercel sayilart igin ile x1,...,xy, in agirhikh arit-
) w1 _|_ P _|_ wn
metik ortalamasi, (z7"z5? - - x;") w1t -t ile de agirhkh geometrik ortalamas tanimlanir
ve bu durumda
WIT] + -+ + WnT S S
141 + + non Z (xaulxg& ce x:")w1+“'+wn
wy + -+ wy

esitsizligi gecerlidir.

Ornek: Toplamlar 1 olan a, b, ¢ pozitif gergel sayilar1 icin a®b’c® + a®b%c® + ab%? < 1

esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: Agirlikhi aritmetik-geometrik ortalama esitsizligini kullanarak

2242
et > (aabbcc) ¥ buradan da a? + 0% + 2 > a®’c® bulunur. Benzer sekilde,

a+b+c
b+b
abrbetca > (abbcca)aﬁwc esitsizliginden ab + be + ca > a’b°c?, ve
a+b+c
b b
% > (acb“cb)aﬁﬂrc esitsizliginden de ab + be + ca > ab%" bulunur. Bu ¢
a c

esitsizligi taraf tarafa toplarsak
(a+b+¢)? > a®’c® + a’b°c® + a“b*c® bulunur. Verilen a 4+ b+ ¢ = 1 esitligi kullanarak
ispat tamamlanir.

82



Teorem: Weierstrass Egitsizligi

T1,T9,... T, pozitif gercel sayilar: i¢in n > 2 durumunda asagidaki esitsizlik gecerlidir:

1+z)(14z3) - (14+mzp) >1+ (21 + 22+ + Tp).

Teorem: Bernoulli Esitsizlikleri
1. Her n > 1 tam sayis1 ve her z > —1 gergel sayisi igin (14 2)" > 1+ nzx
2. Hera > 1veyaaa <0 veher x > —1igin (14+2)*>1+ ax
3. Hera € (0,1) vex > —1igin (1+2)* <1+ ax

esitsizlikleri saglanir.
Ornek: Her z > 0 gercel sayis icin (z +1)* > 22" oldugunu ispatlaymiz.

. 1\*
Coziim: Ispatlanmasi istenen esitsizlik <1 + ) > 2 esgitsizligine denktir. Bu da
x

1\* 1
Bernoulli esitsizliginden ¢ikar: (1 + ) >1l4+z-—=2.
x x

Teorem: Holder Esitsizligi
1 1

a;, b; negatif olmayan gergel sayilar ve p, ¢ sayilar1 — + — = 1 denklemini saglayan pozitif
p q

gercel sayilar olmak tizere

1 1
Sons () (2)

esitsizligi gegerlidir. Esitlik ancak ve ancak a; = sb; Vi = 1,...,n denklemini saglayan
bir s sabiti bulunmasi durumunda saglanir. Holder Esitsizliginde 6zel olarak p = % =q

alindiginda Cauchy-Schwarz Esitsizligi elde edilir.
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Teorem: Minkowski Esitsizligi

a;, b; ve p > 1 gergel sayilar olmak iizere

1 1 1
(Z la; + bi|p> ' < (Z ai|p> ' + (Z bz’|p> '
i=1 i=1 i=1

esitsizligi gecerlidir. p > 1 i¢in esitlik ancak ve ancak a; = sb; Vi = 1,...,n denklemini
saglayan bir s sabiti bulunmasi durumunda saglanir. p = 1 6zel durumunda esitsizlik

liggen esitsizliginden kolayca ispatlanabilir.

Teorem: Chebyshev Esitsizligi
a1 > ag > -+ > an ve by > by > - > b, gercel sayilar icin

nzn: a;b; > (Zn: a,-) (Zn: bi> >n <Zn: aibn-l—l—i)
i=1 i=1 i=1 i=1

esitsizligi gecerlidir. Esitlik ancak ve ancak a1 = ao = -+ = a, veya by = by = --- = b,
durumunda saglanir.
Ornek: a, b, ¢ pozitif gergel sayilar olmak tizere;

a?—be b —ca A —ab

b+c + ct+a + a+b

>0

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Ifade simetrik oldugu icin genelligi bozmadan a > b > ¢ kabul edebiliriz.
Bu durumda (a — b)(a + b + ¢) > 0 oldugu i¢in a? — bc > b* — ca dir. Benzer sekilde
a? —bc > b2 — ca > ¢ — ab bulunur. Ayrica b+ ¢ < ¢+ a < a + b oldugundan

1 1 1
> > esitsizligi gegerlidir. Simdi Chebyshev esitsizligini kullanarak
b 2—1— c ¢ —|—2a a—+ b2
—b b* — —ab 1 1 1 1
a C+ ca+c a > = + + (a2+b2+027abfbcfca)
b+c c+a a+b 3\b+c c+a a+bd

esitsizligini elde ederiz. Bu da a4 b2 +c? > ab+bc+ ca oldugundan gostermemiz istenilen

esitsizligi verir.

Benzer gekilde agagidaki esitsizlikler de Chebyshev esitsizligini kullanarak biitiin a, b, ¢
pozitif gercel sayilar: i¢in ispatlanabilir:
a n b n c < 3
. —
b+c c+a a+b 2
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a?+bc b +ca +ab _ 3

‘ (b~|——|—c)2 * (c—|——|_a)2 * (a:b)Q =
Tanim: [ araliginda tamimli ve gergel degerli bir f fonksiyonu her x,y € I ve her
a, = 1 — «a pozitif sayilar i¢in f(ax + By) < af(x) + Bf(y) esitsizligini saglyor ise,
bu fonksiyona disbiikey fonksiyon adi verilir. Her zaman ters egitsizlik saglanmasi duru-
munda ise i¢hiikey adi verilir. Bu durumda —f digbiikey olur. Ornek olarak f(z) = 22

fonksiyonu tiim R’de digbiikey, g(z) = sin(x) fonksiyonu [0, 7] arahiginda igbiikeydir.

Teorem:

I araliginda stirekli olan f fonksiyonunun disbiikey olmasi icin gerek ve yeter sart

; (x-;y) < 1) +16)

Ve,y el

olarak verilir.

Teorem: Jensen Esitsizligi
Tim f : I — R digbiikey fonksiyonlar igin, «; ler negatif olmayan ve a; +--- + o, = 1

esitligini saglayan gercel sayilar ve x; € I olmak tizere
flaamy + -+ apzn) <o f(or) + -+ anf(an)
esitsizligi gecerlidir. Icbiikey fonksiyonlar icin esitsizlik yon degistirir.

Ornek: A, B, C bir iiggenin i¢ agilar1 olmak fizere;

sinA+sinB +sinC < 3\2/§

oldugunu gosteriniz.

Coziim: f(z) = sin(x) fonksiyonu [0, 7] araliginda i¢biikey oldugundan, Jensen esitsizligi

kullanarak;

sin A + sin B + sin C . <A+B—|—C> LT
<sin{ —— :sm( )

3 3 3

V3
3 2

elde ederiz.
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III-POLINOMLAR

Tanim: a, # 0 olmak tizere P(x) = a,z™ + An_12"" 1+ - 4+ a1z + ap seklinde ifade
edilebilen fonksiyonlara n. dereceden polinom adi verilir. Polinomun katsayilari a;’lerin

hepsi bir A kiimesinin elemani ise P(x) € A[x] yazilir.

Teorem: Her P(z) ve Q(z) # 0 polinomu igin K (z) in derecesi Q(x) in derecesinden
kiigiik olacak sekilde P(z) = Q(z)B(z) + K(x) esitligini saglayan ve B(z) ve K(z) poli-

nomlari tek bir sekilde bulunur.

Teorem: P(z) polinomunun (z — a) ile boliinebilmesinin gerek ve yeter sarti P(a) = 0

dir. Bu teorem agagidaki sekilde genellestirilebilir.

Teorem: P(x) polinomunun @Q(z) polinomu ile béliinebilmesinin gerek ve yeter sart1 Q(z)
in her bir kokiiniin ayni zamanda P(z) in de kokii olmasidir. (Not: a sayis1 Q(x) i¢in n

kath bir kok ise P(x) i¢in en az n kath olmahdir.)

Teorem: Derecesi n > 0 olan P(z) polinomunun, ¢ bir sabit ve z; ler karmasgik sayilar
olmak iizere, terimlerin siralamasi gozetilmeksizin P(z) = ¢(x — z1)(x — x2) - (x — xy)

seklinde tek bir yazilimi vardir.

Bu teoreme gore derecesi n > 0 olan P(z) polinomunun en fazla n tane kokii olabilir. Son-
suz sayida kokii olan tek polinom sifir polinomudur, ve onun derecesi eksi sonsuz olarak
tammlanir. Bir bagka deyisle, dereceleri n’yi gegmeyen P(z) ve Q(z) polinomlarinin n+ 1
farkli noktada ayni degere sahip olmalar1 durumunda ayni polinom olmalar: gerektigi sonu-
cuna varilir. Buna ek olarak sonsuz sayida kokii olan fonksiyonlarin, 6rnek olarak sin(z)’in,

bir polinoma esit olamayacagi da bu teoremin bir sonucu olarak ¢ikar.

Ornek: Biitiin € R sayllar i¢in P(z + 1) = P(z) 4+ 2z + 1 denklemini saglayan tiim

polinomlar: bulunuz.

Coziim: Q(z) = P(x) — P(0) olarak tamimlanan @(x) polinomu da verilen denklemi
saglar: Q(x +1) = P(x+1) — P(0) = P(z) — P(0) + 22+ 1 = Q(z) + 2z + 1. Buna
ek olarak Q(0) = 0 dir. Bu durumda Q(z) fonksiyonunun z? ye esit oldugu yoniinde
hissiyatimiz artar. F(x) = Q(x) — 2 polinomunu ele alirsak,
Fz+1)=Qx+1)—(x+1)?2=Q()+2r+1-22-2r—-1=Q(x) — 2> = F(x)
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denkliginden

buradan F(n) =0 Vn € N bulunur. Bu durumda F(z) = 0 V2 € R. Buna gére Q(z) = 22,
buradan da P(x) = 22 + P(0) bulunur. Sonug olarak P(x) = 2% + a; a € R dir.

Teorem: (Cebirin Temel Teoremi) Sabit olmayan her karmagik P(z) € C[x] polino-

mun bir karmagik say1 koki bulunur.

Teorem: (Bezout Teoremi) Katsayilar tam say1 olan P(x) = apz™ + -+ + ag € Z[x]
polinomu i¢in P(x) — P(y) = an(z"™ —y") +- - - az(2? — y?) + a1 (z — y) olarak yazlabilecegi

i¢in a, b farkl tam sayilar olmak tizere (a — b) sayis1 P(a) — P(b) sayisi boler.

Ornek: Her n € Z7 icin f(n) = 1% + 23 + - .- + n? olarak tammlanan fonksiyonun tam

say1 katsayili bir polinom olamayacagini gosteriniz.

Coziim: f(1) =1, f(3) =36 ancak (3 — 1)1 (36 — 1) oldugu i¢in Bezout teoremine gore

f(x) tam say1 katsayili bir polinom olamaz.

Teorem: (a,b) = 1 olmak iizere a4 rasyonel sayisimn P(z) = apz™ + -+ + ag € Z[x]

polinomunun kokii olmasi durumunda alag ve bla,, dir.

Tanim: Sabit fonksiyonlar kullamlmadan Z[x] i¢inde iki polinomun garpimi seklinde
yazilmasi miimkiin olmayan P(z) € Z[x]| polinomlarima asal(indirgenemez) polinom adi

verilir. Aksi durumda indirgenebilir polinom denir.

Ornek: P(z) = 2% +1012'%+102 polinomu Z[x] de indirgenemez bir polinomdur. Ben-
zer sekilde,  yerine y+41 yazarak, her p > 2 asal sayis1 icine, Q(z) = 2P~ +2P~2+. . +z+1

polinomu da Z[x] de indirgenemez bir polinom oldugu goriiliir.

Teorem: (Gauss) P(x) € Z[z] polinomu Q[z] de indirgenebilir ise Z[x] de de in-
dirgenebilirdir.

Teorem: (Eisenstein Kriteri) Katsayilar tam say1 olan P(z) = apz™ +- -+ ag € Z[x]
polinomu i¢in asagidaki sartlar saglayan bir p asal sayis1 ve k € {0,1,...,n — 1} sayis1
bulunmasi durumunda P(z) polinomunun derecesi k’dan biiyiik bir indirgenemez ¢arpani
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bulunur:
p‘a()ap’ah cee 7p’a‘k; p )f Ap4+1 Ve p2 1, ag

Ozel bir durum olarak p asal sayis1 k = n— 1 olacak sekilde secilebilirse, bu durumda P ()

indirgenemezdir.

Ornek olarak P (z) = 2% + 422 + 202 + 2 polinomu indirgenemez yani carpanlara ayrilamaz

bir polinomdur.

Teorem: (Lagrange Interpolasyon Polinomu) n + 1 noktada degeri P(z;) = y; (i =

1,2,...,n + 1) verilerek tek bir sekilde belirlenen n. dereceden P(x) polinomu, P;(z) =

H M olmak tlizere
i (@i — @)
n+1

P(z) = Y yiPi(x)
=1

olarak bulunur.

Ornek: P(1) =1, P(2) =3, P(3) = 6 kosullarm saglayan ikinci dereceden P(z) poli-

nomunu bulunuz.

Coziim: Lagrange interpolasyon formiiltinii kullanarak

(z —2)(x—3) (x —1)(x—3) (r—1)(x—2)
P(z)=PQ1)—FF———= 2)—F——~ + P3) 5=
@ =P a=s TP ene—s TT¥EnE -y
— N(x —
—W—3(x—1)(x—3)—|—3(:c—1)(w—2)
2
— (“;_E’;"Jrs) + (=322 + 122 — 9) + (32% — 92 + 6)
_ @z
2 2
bulunur.
Tanmim: z1,--- ,z, degiskenlerine bagh p(z1,--- ,z,) polinomunun degeri, degiskenlerin

tiim degisik dizilislerine gére sabit kaliyorsa, bu polinoma n degiskenli simetrik polinom

ad1 verilir.

Temel Simetrik Polinomlar oy (21, -+ ,x%) = Z x;, - - - x;, olarak tanimlanir.
{ir, 1} {1, n}
(Toplam tim k elemanl {i1,---,ix} C {1,---,n} alt kiimeler {izerinden hesaplanir.)

Ornek olarak n = 3 igin 01 (1, T2, 3) = r1+x2+23, 02(X1, %2, x3) = X122+ T103(2T1, T2, 23) =

T1x9xg dur.

Teorem:  xy,---,x, degiskenlerine bagl her simetrik p(z1,---,x,) polinomu temel
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simetrik polinomlar olan o1, - , 0, cinsinden bir polinom olarak ifade edilebilir.

Ornek: P(z1,12) = 22 + 23 = 01(71, 22)? — 202(21, 72).

Ornek: P(z1,...,20) =21 + ... + 2t = 0] — 40209 + 203 + 40103 — d04.

Teorem: Vieta Formiili a1, --,«ay, ve ¢, - - ¢, karmasik sayilar olmak tizere
(z—a1) - (z—ay)=2"+cz" 1+ Fec,

esitligindeki katsayilar ¢, = (=1)foy (a1, -+ ,an); k=1,...,n olarak bulunur.
Ornek:
r+y+z=4
24y 422 =14
234y 23 =34
Denklem sistemini gercel sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.
Coziim: Kokleri x,y,z olan P(t) = t3 + at? + bt + ¢ polinomunu ele alalim. K&klerin

toplam1 —a oldugu icin polinom t3 — 4t? + bt 4+ ¢ polinomuna esittir. 22 + 32 + 22 =
(x+y+2)% - 2(zy + yz + 22) esitliginden P(t) = t3 4+ 4t2 +t + ¢ bulunur. Son olarak

2 =4+ +c=0

Y~ 4y +y+e=0
P-4tz +ce=0
denklemleri taraf tarafa toplanarak ¢ = 6 bulunur. Buna gére P(t) = t3 — 4t + ¢t + 6 =

(t+1)(t — 2)(t — 3) oldugu, yani ¢oziim kiimesinin ¢t € {—1,2,3} oldugu goriiliir. Buna

gore verilen sistemin, z < y < z igin, tek ¢dziimi (x,y, z) = (—1,2,3) diir.

GERCEL KOKLU POLINOMLAR
p(z) = anz™ + ap_12" ' 4+ -+ 4 a1z + ag polinomu icin ag, a1, ...,a, € R, (an # 0) ise
bu polinoma n. dereceden gergel katsayili polinom dendigini biliyoruz. Eger bir ¢ € & igin

p(c) = 0 ise ¢ sayisina bu polinomun gergel kokii denir.

Teorem: Derecesi tek say1 olan her gercel katsayili polinomun en az bir gercel koki

vardir.
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Ornek: Hangi a € R sayilan icin p(z) = 2° + (a — 1)2% + (1 — a)z — 1 polinomunun tim

kokleri gerceldir?

Coziim: p(1) = 0 oldugundan 1 say1s1 bu polinomun bir kokiidiir. p(z) = 23+ (a— 1)z +
(1—a)x—1 = (z—1)(2* 4 az+1) oldugundan z° 4 az + 1 polinomunun tiim kokleri gercel

olmalidir. Bu ise a? — 4 > 0 durumunda miimkiindiir. Yani a > 2 veya a < —2 olmalidir.
Ornek: z*+523+822+7x—3 = 0 denleminin gercel koklerinin kareleri toplamini bulunuz.

Coziim: Oncelikle sunu belirtmekte fayda var. Bu sorunun ¢oziimiinde Vieta formiiliinii
kullanmak yanlg olur. Ciinkii bizden sadece gergel olan koklerin toplami istenmektedir.
Verilen ifadeyi uygun sekilde carpanlara ayirirsak amacimiza ulagabiliriz.

(2% 4 azx +b) (2 + cx + d) = ' + 523 4 82% 4 Tz — 3 olacak sekilde a, b, ¢, d gercel sayilari
bulmaya caligalim. z*+ (a+c)z3 + (ac+b+d)z* + (be+ad)x 4+ bd = x* + 52° + 8% + 7w — 3
olacagindan a+c=5, ac+b+d =38, bc+ ad =7, ve bd = —3 olmalidir. Simdi b = 3 ve
d = —1 iken bu kogullar1 saglayan a ile ¢ bulunup bulunamayacagina bakalim. a+c¢ =5 ve
ac = 6 olacagindan {a,c} = {2, 3} olmalidir. 3¢ —a = 7 oldugundan ¢ = 3, a = 2 kosullar
saglar. Yani (22 +2z+3) (2% + 32 —1) = 2 +52° + 822 + 7z — 3 = 0 olur. 2*+ 22+ 3 poli-
nomunun gercel kokii olmadigi i¢in 2 + 3z — 1 polinomunun kéklerinin kareleri toplamini
bulmaliyiz. 2®+3z—1 polinomunun her iki kiikii de gerceldir ve koklerinin kareleri toplami
(z1 + 22)? — 22120 = 9 — 2(—1) = 11 dir.
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IV-SUREKLI FONKSIYONLAR

Tanim: lim f(z) = f(a) durumunda f(z) fonksiyonuna a noktasinda stirekli denir. f(z)
fonksiyonu I = (a, b) kiimesinin her noktasinda siirekli olmasi durumunda f(z) fonksiyonu

I kiimesi tizerinde stireklidir denir.

Ornek: Gergel sayilardan gergel sayilara tanimhi f(0) = 1 ve tim = € R sayilan igin

f(2z) — f(z) = x denklemini saglayan siirekli fonksiyonlar1 bulunuz.
. T

Coziim: Verilen denklemi f(z) — f (5) =5 seklinde yazip;
x x x
f (5) —f (Z) = 7
x x x
f (Z) —f (g) =
T x T
f (F) / (27) on
.. T 1 1 1 .
denklemlerini taraf tarafa toplarsak f(z) — f(2—n) = x(§ + 1 +- Q—n) buluruz. n’ nin
biiyiik degerini alarak ve f(z) fonksiyonunun siirekli oldugunu kullanarak tek ¢oziimiin

f(z) = + 1 oldugunu goriiriiz. (f(x) siirekli bir fonksiyon ise lim f (%) = f(x) dir.)
e

Teorem: Ara Deger Teoremi f(z) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda stirekli, ve L sayisi
f(a) ile f(b) degerleri arasinda bir say1 ise, bu durumda [a, b] arahginda f(c) = L olacak

sekilde en az bir ¢ gergel sayis1 vardir.

Ornek: f(z) = 22010 — 3z + 1 siirekli fonksiyonunun [0, 1] araliginda en az bir gercel kokii

vardir.

Ornek: a,b,c,r ve s (r # s) gercel sayilardir. az? + bz + ¢ = 0 denkleminin bir kokii r,
—ax? + bz + ¢ = 0 denkleminin bir kokii ise s dir. Buna gore gx2 + bx + ¢ = 0 denkleminin
r ve s sayilar1 arasinda bir kokii oldugunu gosteriniz.

Coziim: a = 0 ise r = s olur. Bu yiizden a # 0 olmalhdir. P(x) = ng + bx + ¢ olsun.

ar®4+br+c = 0 oldugundan —ar? = br+4¢ ’dir. O halde P(r) = %r2+br+c = gTQ —ar? =

~ %02 Glur. Benzer sekilde P(s) = 2§ bulunur.
P(r) < 0, P(s) > 0 ve P(x) stirekli bir fonksiyon oldugu i¢in Ara Deger Teoremi’ni

kullanarak P(x) ’in r ve s arasinda bir kokii oldugunu soyleyebiliriz.
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V-DOGRUSAL DONUSUM FONKSIYONLARI

b
ad — bc # 0 olmak iizere f(x) = ami pi seklinde ifade edilen fonksiyonlara Dogrusal
cr

Doniigiim fonksiyonu adi verilir. Bu fonksiyonun katsayilarimi alarak olusturulan katsay1

.. a
matrisi A =

] olarak tammlanir. f®) ile f fonksiyonunun kendisi ile bilegkesini
c

(fof), f (") ile de f nin kendisi ile n kere bilegkesini (fof---of) gosterelim. Bu durumda
£ bilegke fonksiyonunun katsay1 matrisi, A matrisinin kendisi ile n kere carpimi olan A"

ye esit olur.

T 1

Ornek: f(z) = ise katsayr matrisi A = olur. Bu durumda A% =
rz+1 11

: O] [1 O] ) [1 (1)] dir. Buradan f o f(x) = f(f(x)) = 5"~ bulunur

11 1 1 2 2z +1
: 10 o e(n)
Benzer gekilde A™ = oldugu i¢in f\"(z) = bulunur.
n 1 nT

. 20 —
Ornek: f(z) = a:+ 1 icin f(2919) () bilegke fonksiyonunu bulunuz.

x

2 -7 -3 21 10
Cozim: A = L ] dir. Buradan A% = ] , buradan da A% = —27 [ 01 ]

bulunur. Buna gore £ (z) = (f o f o f)(z) = & dir. Bu durumda 2010 = 3 - 670 oldugu

icin f(2010)(z:) = z bulunur.
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VI-CAUCHY FONKSIYONEL DENKLEMI

Her z,y gergel sayisi i¢in f(z+y) = f(z) + f(y) denklemini saglayan f fonksiyonlar: igin;

e f monotonsa,

veya
o f slirekliyse

f(z) = cx esitligi gegerlidir. (¢ € R, sabit)

Ispat: Oncelikle her ¢ € Q rasyonel sayisi icin f(q) = f(1)g oldugunu gosterelim.
x =y = 0 icin f(0) = 2f(0) buradan f(0) = 0 bulunur. f(2) = 2f(1), f(3) =
f@2)+f(1)=3f(1), f(4) = f(3)+ f(1) =4f(1),.... Buradan da tiimevarim kullamlarak,
Vn € Z* icin f(n) = nf(1) gkar. Simdi y = —x alarak 0 = f(0) = f(z) + f(—=x)
oldugundan Vn € Z igin f(n) = nf(1) buluruz. Aym zamanda f(2z) = 2f(x), f(3z) =
fQz) + f(z) = f(3x),... oldugundan Vn € Z igin f(nz) = nf(z) olur. = = g, n =

q
alirsak (p,q) =1, p,q € Z,q # 0, f(p) = qf(g% f(g) = f(l)g olur. Buna gére her ¢ € Q
icin f(q) = f(1)q dur.

Simdi, verilen durumlarda f(z) = cz oldugunu gosterelim:

e f monotonsa genelligi bozmadan f’yi artan kabul edebiliriz. (Azalan ise —f in-
celenir.) f(x) = f(1)g(x) olsun. Vg € Q i¢in g(q) = ¢ olur. zgp € R — {0} ol-
mak tizere g(zg) > ¢ ise, her gergel say1 bir rasyonel say:1 dizisinin limiti olarak
gosterilebildiginden g(z¢) > qo > xo kosulunu saglayan bir gy rasyonel sayisi1 bulun-
abilir. gy > xg ve g fonksiyonu da artan oldugu i¢in g(qo) > g(z¢) > go bulunur.
Bu ise q(qo) = qo ile geligir. Benzer gekilde g(zp) < zp da celigki verecegi i¢in biitiin
x € R gercel sayilar igin g(z) = x ve f(x) = f(1)f(x) olur.

o [ siirekliyse lim f(g) = f(z) ve lim f(g) = lim f(l)g = f(1)x oldugundan f(z) =

c—xr (g c—x (g <z

q q q

f(1)x olur.
Ornek: f:[0,00] — [0, 00] ve her z,y € [0, 00] icin f(2® 4+ y?) = zf(z) + yf(y) kogulunu

saglayan tiim f fonksiyonlarmi bulunuz.

Coziim: y = 0 alarak f(z%) = zf(x), buradan f(2®+9?) = f(2*) + f(y*) bulunur. [0, c0]
araligindaki tiim a sayilar1 icin a = 22 olacak sekilde bir z € [0, oo] bulundugundan, her
a,b € [0,00] i¢in f(a+b) = f(a)+ f(b) saglanir. Aym zamanda her a € [0, 00] i¢in f(a) >0
oldugundan, Vz,y € [0,00], x >y i¢in f(z) — f(y) = f(z —y) > 0 dir. Buradan f nin ar-

tan bir fonksiyon oldugu ve yukaridaki Cauchy fonksiyonel denkleminden, ¢, d sabit olmak
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tizere, fonksiyonun f(z) = cz + d seklinde yazilabilecegi sonucuna varilir. f(0) = 0 oldugu
icin d = 0 dir. f(z) > 0 oldugu icin de ¢ > 0 olmahdir. Ote yandan, ¢ > 0, f(z) = cz
icin f(z? +v%) = c(2?® + y?) = zf(z) + yf(y) kosulu saglanir.

Sonug olarak verilen kogulu saglayan tiim fonksiyonlar, ¢ > 0 olmak flizere, f(x) = cx
seklinde yazilabilir.
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VII-DENKLEMLER

.. 2
Ornek 1: a® + 0> +c* +d* +ab+bc+cd +d+ 5= 0 denklemini saglayan a, b, ¢, d gergel

sayilari icin @ + b + ¢ 4 d toplaminin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

2
Coziim: a2+b2+c2+d2+ab+bc+cd+d+g:Adersek;

A_<a+b>2+<\é§b—l—l> +<\f +f> +<\/5d+ﬁ> =0

2 V3 V322 2v2 V5
olur. Buradan da d = _—4, c= _—3d = §, b= 2 = _—2, a= _—b = E bulunur. Sonug
5 4 5 4 3 3 5 2 1 2 9 >
olarak a + b+ ¢+ d nin alabilecegi tek deger — + - + — + - = — dir.

5 5 5 5 5
Ornek 2: z* — 422 + 2 — 2/z + 5 = 0 denkleminin tiim gercel koklerini bulunuz.
Coziim: 2t — 42’ + 2 -2z +5= (2 42> + D)+ (z -2V + 1) = (22 = 2)? + (Vz — 1)?
oldugundan z* — 422 +  — 2y/z +5 > 0 olur. Esitlik ise 22 —2 = \/z — 1 = 0 durumunda
gerceklesir. 22 = 2 durumunda /z # 1 oldugundan denklemin gercel kokii yoktur.

Ornek 3: 2° — 3z — 7 = 0 denkleminin tiim gercel koklerini bulunuz.

1
Coziim: = = k + — olsun. (k gercel olmayabilir.)

1 1 1 1
x —k3++3<k+k), 3m:3(k+k) oldugundan 2® — 3z — 7 = k3 + — — 7 olur.

k3 k3
1
K+ Z-7=0 dolayisiyla k% — 7k + 1 = 0 buradan 4k® — 28%k% 4+ 4 = 0 buradan da
7+3V5 7+ 3v5
(2k3 — 7)% = 45 bulunur. (2k* —7) = 3V5, k* = 2\[ olur. a® = —1_2\[, b =

7—3V5
7\[ olarak tanimlanan a,b gergel sayilar1 icin ab = 1 saglanir. Eger mn = 1 ise

m—n

1 1
m-—n= ve m+ — =n+ — dir. Bu yiizden: k¥ = a® denkleminin kokleri k1, ko, a
n

mn m
1 1 1
ve k% = b® denkleminin kokleri &}, k5, b ise, a + -=b —|— —olur. z =k + — oldugundan

3 7+3f 7+3f 57 — 3[
T =a —|— — olur. Vieta
7+3f

teoreminden xq +x9 +x3 = 0 ve x1xow3 = 7 dir. xo+ o3 = —x1, Tow3 = |zo — x3| =
«Tl

28 [23 — 28
\/(xg + 23)2 — 4wows oldugu igin, xo > x3 kabul edersek xo —x3 = 332 - —

311 — 21 —z1+ /[

olur. xi’ = 3z; + 7 oldugundan z9 —x3 = \/ —— ve x2 = > , X3 =
x1
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3x1—21
—T1 =\ T . 7-3v5 - 7+3vV5

5 . 5 5 < 8 oldugundan x; < 4 tiir. Sonug

3x1 — 21
olarak 3x1 — 21 < 0 ve x1 > 0 oldugundan i) e < 0 olur. Bu ise zo ve z3 lin gercel
x1

Xro =

olmadig1 anlamina gelir. Denklemin tek gercel kokii 1 = i/ (s 23 V5 + \3/ [ 23 V5 dir

Ornek 4 " +z + p = 0 denkleminin tam olarak bir gergel kokiiniin olmasini saglayan

tim p gercgel sayilarini bulunuz.

Coziim p(z) = 27 + z + p polinomunun derecesi tek oldugu icin en az bir kékii gerceldir.
z>yise (@' +x4+p)— @ +y+p) =a" —y" +2 -y > 0 oldugundan, p(z) > p(y)
gikar. Yani p(x) polinomu artandir. Artan polinomlarim ancak bir gercel kokii olabilir.
(a <b, ve p(a) = p(b) = 0 durumunda, polinomun sonlu sayida kokii oldugu igin a ile
b arasimnda p(c) # 0 olacak sekilde bir ¢ gergel sayis1 bulunur. Artan olma O6zelliginden
dolay1 0 = p(a) < p(c) < p(b) = 0 geligkisi bulunur.) Sonug olarak her p gercel sayis1 i¢in

2" + 2 + p = 0 denkleminin tam olarak bir gercel kokii vardir.
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VIII-DIiZILER

k € N olmak tizere, tammm kiimesi {k,k + 1,...} olan fonksiyonlara dizi adi verilir ve
{an}oe, seklinde gosterilir. Diziler tanimlar: itibar1 ile higbir yerde siirekli olmayan
fonksiyonlardir. Ornek olarak {an}2 s = n? dizisi n = 3 icin tammsizdir. n = 5 de
25 degerini alir. a, degerlerinin herbiri, degisken n’yi daha biiyiik aldikca belli bir L
degerine istenildigi kadar (esit olmak diginda) yaklagiyorsa, bu durumda {a,}7° , dizisinin
limiti L dir denir ve lim a, = L olarak yazilir. Daha matematiksel olarak bu kavram su

n—oo
sekilde verilebilir: Verilen her € > 0 i¢in ona bagh olan ve

Vn > N i¢in |a, — L| < €

kogulunu saglayan bir N = N (e) dogal sayis1 bulunabiliyorsa lim a, = L dir.
n—oo
L nin sonlu bir say1 olmas1 durumunda a,, dizisine yakinsak dizi diger durumlarda (L nin

sonsuz olmasi veya boyle bir L bulunmamasi durumlarinda) ise wraksak dizi adi verilir.

.. 1
Ornek olarak, verilen her € > 0 sayisi igin N sayisin1 N = [-‘ yani % dan biiyik veya
€

egit ilk tam say1 olarak tamimlayarak a, = % dizisinin limitinin 0 oldugunu (yakinsak)
(lim a, = 0) gorebiliriz. b, = n? dizisi limiti sonlu bir say1 olmadig1 icin (art1 sonsuz
nguogou icin: Verilen her M sayisi icin ona bagh olan ve Vn > N icin a, > M kosulunu
saglayan bir N = N (M) dogal sayisi bulunabilir.), ¢, = sin(n) dizisi de limiti olmadig:
icin 1raksaktir.

Tim elemanlarimin mutlak degerleri belli bir M sayisindan kiigiik olan dizilere ( |a,| <
M Vn e {kk+1,...} ) sinwrl dizi, tim n > m icin a, > a,, Ozelligini gosteren dizilere
artan dizi, tim n > m icin a, < a,, Ozelligini gosteren dizilere de azalan dizi ad1 verilir.
Ornek olarak a,, = n? dizisi artan smirsiz, b, = 1 — = dizisi artan smrly, ¢, = (—1)™ dizisi
ise ne artan ne de azalan ancak sinirli olan dizilerdirT.L Artan ya da azalan dizilere monoton

dizi adi verilir. a, ve b, dizileri monoton , ¢, dizisi ise monoton degildir.

Teorem:(Weierstrass Teorem) Monoton ve sinirh olan her gercel sayilar dizisi yakinsaktir.

Ornek olarak

1 1 1
an = 1+§+§+--~+g—ln(n+1); n=1

b, = \/1+\/2+\/3+~-+\/ﬁ; n>1

Chy1 = VO+cp; n>1 =1

dizilerinin yakinsak olduklar1 Weierstrass teoremi kullanilarak gosterilebilir. Buna kargilik
dn+1 = dp +V/dn; n > 1, dy = 2010 dizisi raksaktir: d,, dizisinin artan bir dizi ol-
masi, limitin eger varsa, en azindan 2010 olmasin gerektirir. Oysa, verilen denklemin iki
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tarafinin limitini alarak limitin ancak 0 olabilecegini goriiliir.
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IX-SERILER

Bir {a,}7°, dizisiicin {s,}32; s, = ap+ap41+- - -+ag4n—1 olarak tanmmlanan diziye a,,
o

dizisinin kismi toplamlar dizisi ad1 verilir. E an sonsuz toplami lim s, olarak tanimlanir
n—oo
n=~k

(o]

ve a, serisi olarak adlandirilir. E ay,, serisinin yakinsak veya iraksak olmasi s, dizisinin
n=k

yakinsak veya iraksak olmasi demektir.

Bir {a,}?° dizisi i¢in tanimlanan s, dizisi yaksak ise, yani nh_)Igo sp = L < oo ise ayni

zamanda lim s,_; = L olacag: i¢cin lim a, = lim s, — s,—1 = 0 bulunur. Buna gore
n—oo n—oo n—oo
oo

o0 [oe)
n 1 1
E isi kkt.g— E—d"l"'b Ozlemd la cikarak bi
o serisi wraksaktir > 2 3 izileri i¢in bu gozlemden yola g¢ikarak birgey

n=1 n=1 —
o0

) I o
sOylenemez. Ashinda E — serisi raksak, g —5 serisi ise yakinsaktir.
n n
n=1

n=1

o0}

Ornek: E — serisinin rsaksak oldugunu gosteriniz.
n
n=1

Coziim: Kismi toplamlar dizisine bakarsak;

1
S1 = 1214—02, 1
S9 = 1+§Zl+1§,
2 3 4) 2
1 1 1 1 1 1 1 1

1
Tiimevarim kullanilarak, son > 1 + n§ esitsizligi ispatlanabilir. Bu durumda s,, dizisinin
oo
limiti sonsuz oldugu icin, Z — serisi raksaktir.
n

n=1

oo

. 1

Ornek: g ———— serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
—n(n+1) Y S z
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1
Cozim: m = ) oldugu icin

! + ! + ! 4+ 4 !
S = - -
" 1-2 23 3-3 n-(n+1)
IO AU E U A U N A Y A S O S S B
N 2 2 3 3 4 n—1 n n n+1
1
= 1-
n+1
= 1
buradan da nhl& sp = 1, yani ; m = 1 bulunur.

o0
1
Yukardaki orneklerin bir genellemesi olarak, p-testi olarak bilinen kural Z > dizisinin
n=1

0 < p <1 degerleri i¢in 1raksak, p > 1 degerleri igin yakinsak oldugunu soyler.

GEOMETRIK SEIgLER

oo
|r] < 1 olmak tizere E r* toplamina geometrik seri adi verilir ve E rt =
i=1 =1

esitligi
—r

gecerlidir.

Ornek: Bir kenar1 1 birim olan bir ABC eskenar liggeninin kenarlarinin orta noktalarini

kose kabul eden tiggeni cizelim. Daha sonra aymi iglemi bir 6énceki adimda elde ettigimiz

i¢gene uygulayarak sonsuza kadar devam edelim. ABC' iiggeni de dahil olmak iizere
¢izdigimiz tiim eskenar iiggenlerin alanlar1 toplamini hesaplayiniz.

3,1, V3 1

Coziim: Aradigimiz toplami S ile gosterelim. Bu durumda S = \4[ Z(Z)Z = \4f 1=

i=0 4

?3 birim karedir.

Ornek: a,b,c pozitif gercel sayilardir. Bir karinca koordinat diizleminde orijinden baglayarak
once 1 birim saga, sonra da 1 birim yukariya gidiyor. Daha sonra a birim saga ve b birim
yukariya giderek her seferinde bir 6nceki adimda saga gittiginin a kati kadar saga ve
yukariya gittiginin b kat1 kadar yukariya gidiyor. Bu iglemi sonsuz kez yaparsa toplamda

¢ birim yer degistirmis oluyor. Bu kosullar1 saglayan tiim a, b, ¢ leri belirleyiniz.

Cozuim: Sag tarafa alinan toplam yolog Az ile, yuke{t}gl tarafa alinan toplam yolu da Ay
ile gosterelim. Bu durumda Az = Zai, Ay = ij dir. Bu sayilarin birer gercel

i=0

5=0
1

1—a’ 1-0

esitliginden, a, b, c gercel sayilarinin

say1 olmasi i¢in a < 1 ve b < 1 olmalhdir ve bu durumda Ax = Ay =

1

olur. ¢ = (Az)® + (Ay)® = T —az " (11b>2
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1 1
a<l, b<l vec= \/<1 —a)y? + (1) kogullarini saglayan tiim pozitif gercel sayilar

olabilecegi goriiliir.
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ANALIZ-CEBIR - PROBLEMLER

. Bir araba yokus inerken 72 km/s, diiz yolda 63 km/s ve yokus ¢ikarken 56 km/s
hizla hareket edebiliyor. Bu araba, A gsehrinden B sehrine 4 saatte gidip, ayni yolu

4 saat 40 dakikada dondiigiine gore, A ve B gehirleri arasindaki mesafeyi bulunuz.
. x4+y? =1, 22 + 93 = 1 denklem sisteminin ¢oziimlerini bulunuz.

. M (n) ={-1,-2,...,—n} olmak tizere, M (n) nin biitiin alt kiimelerinin elemanlar1

carpimlarmin toplami kactir ?

. Agagidaki denklemin biitiin gercel koklerini bulunuz:

LxJQ—i—LmJ::UQ—i.

Not: Burada |z |,  ten kiiglik en biiyiik tam sayiy1 temsil etmektedir.
ad A
. Tim pozitif a, b, ¢ gercgel sayilar: igin e +—+ s > a+ b+ c oldugunu gosteriniz.
¢ ac a

. Asagidaki kogullar1 saglayan a, b, ¢, d gergel sayilarini bulunuz.
a+b+c<3d

b+c+d<3a
c+d+a<3b

d+a+b<3c

. Tam sayilar kiimesinden dogal sayilar kiimesine tanimh f fonksiyonu,tim z tam
sayilar: icin

flz+1)= i;gg esitligini sagliyor. Eger f(1) = 2 ise, f(2004) kactir?

. Asagidaki denklemi gergel sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.

z+3
||z + 2| — 22| =

. {a,b,e,d} ={1,2,3,4} olmak iizere ab+ bc+ cd + da ifadesinin alabilecegi en biiytik

degeri bulunuz.

102



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Koordinat diizleminde merkezden harekete baglayan bir sinek 6nce 1 birim yukariya
1 1

sonra 3 birim saga sonra 1 birim agagiya sonra 3 birim sola sonra 16 birim yukariya,...

dogru hareketlerine sonsuza dek devam ediyor. Bu hereketler sonunda sinegin bu-

lunucagi noktay1 belirleyiniz.

3

1 1 1
«, B,y sayilart z° — 22 41 = 0 denkleminin kokleri ise 2 + @ + ? yi hesaplayiniz.

x ve y pozitif gercel sayilar olmak tizere x + zy + y + é + xi + 1 = 1 ifadesinin
alabilecegi en kiiclik degeri bulunuz. v

Bir tren, aralarindaki mesafe 20 km olan iki istasyon arasidaki yolculugu daima
ayni siirede tamamlamak zorundadir. Bir giin yolun tam ortasinda durmak zorunda
kalan tren 3 dakika bekledikten sonra, gecikmeyi telafi etmek igin hizini 10 km/saat
artirarak yoluna devam ediyor. Bir bagka giin ayni noktada 5 dakika siire ile dur-
mak zorunda kalan tren, yolculugu zamaninda tamamlamak igin hizini ne kadar

artirmalidir?

a+ b+ ¢ > 0 olmak iizere az? + bx + ¢ = 0 denkleminin gercel ¢oziimii olmadig

biliniyor. Bu durumda ¢ > 0 oldugunu gosteriniz.

a, b ve ¢ sayilari

ab—a = b+119
bce—b = c¢+59
ca—c = a+71

denklemlerini saglayan pozitif gercel sayilar olmak lizere a + b + ¢ toplaminin ala-

bilecegi biitiin degerleri bulunuz.

Asagidaki denklem sistemini gercel sayilar kiimesi i¢cinde ¢6ziiniiz.

2r1 = x%-23
4oy = 347
6r3 = a3+ 14
8rq4 = x3+23

10x5 = 23+ 34
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

x, y, a gercel sayilar olmak tizere
x+y:x2+y2:x3+y3:a

olduguna gore a nin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Asgagidaki egitsizligin dogrulugunu gosteriniz.

2003 2002
)

1.2.3...2002 < (

f fonksiyonu, pozitif bir n tam sayis igin,

dn ++/4n?2 — 1

fn) = V2n+1++v2n—1

seklinde tanimlamyor. f(1)+ f(2) + --- + f(40) toplamimi hesaplayiniz.

Birbirinden farkh z,y, z tam sayilar1 xy + yz + xz = 26 egitligini saglamaktadir. Bu

durumda z2 + y? + 22 > 29 oldugunu gésteriniz.

V2x + 1+ x + 3 =3+ /2 + 7 dekleminin biitiin gercel koklerini bulunuz.

2007 +

1
z+ —=11se z kactir 7
> 52007 A6

a, b, ¢ sifirdan farkl gercel sayilar olmak {tizere,

ay+br bz+cy cr+az _4a2+4b2+402

Ty Yz zx x4y 422

ise z,y ve z a,b, c cinsinden bulunuz.

a bir pozitif gercel say1 olsun. Bu durumda v/a + 2007 — v/a + 1004, v/a + 1003 —+/a

sayilarindan hangisi daha biiytiktiir?

2(a?4+1)(b>+1) = (a+1)(b+1)(ab+1) denklemini saglayan tiim a, b gercel sayilarin

bulunuz.

Carpmaya gore terslerinin toplami —1 ve kiiplerinin toplami 4 olan tiim gercel sayilari

bulunuz.

Gergel sayilardan gergel sayilara tammh f(1) = 1 ve f(zxy + f(x)) = zf(y) + f(z)
esitligini her x ve y gercel sayilar icin saglayan biitliin f fonksiyonlarini ispatiyla

birlikte belirleyiniz.

1 1 1 1 1 1 1 TR FIVR
\/1+17+ﬁ+\/1+27+37+"-+\/1+m+m—2005—me§1thg1n1
ispatlayiniz.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

a,b,cved, a+ b+ c+ d=1 esitligini saglayan pozitif gercel sayilardir.

bed n acd n abd n abe <i
a+2 b+2 c¢+2 d+2 13

oldugunu gosteriniz.

7

x bir gercel say1 olmak iizere 22 — 3z +1 = 0 ise 2 + 27 + 27 + 277 nin degerini

hesaplayiniz.
M kiimesi 20 tane farkli gercel sayidan olugsmaktadir. M kiimesinden alinacak olan

her a,b € M icin a < —x < b egitsizligini saglayan bir x € M bulundugu biliniyor.

M kiimesinde kag tane pozitif say1 bulunabilir?

ai,as,as, ... bir geometrik dizidir. a; + a2 + a3+ a4 = 7, a—ll + é + é + i =5

olduguna gore ai - as - a3 - a4 carpimini hesaplayiniz.

Her n > 2 tam sayis1 i¢in (n!)2 > n" oldugunu gosteriniz.

1
998

(\/2\@x—x2—1+\/2\/§x—x2+2+...+\/2ﬂx—x2+19952—2) = 1995
denklemini saglayan tiim gercel x sayilarini bulunuz.
x,y ve z gercel sayilarinin,
2
7+ yz <2,
y? 412 < 2,
24y <2,

esitsizliklerini sagladigi biliniyorsa « 4+ y 4+ z nin alabilecegi en biiyiik ve en kiigiik

degerleri bulunuz.

ai,as, ..., ay, birbirlerinden farkl pozitif tam sayilar ve m sayisi, {a; + a;, ¢ # j}

kiimesinin eleman sayisi olsun. m en az kag olabilir ?

Her z,y € N icin f(3z + 2y) = f(z)f(y) kosulunu saglayan biitiin f : N — N

fonksiyonlarimi bulunuz.

Hangi a gercgel sayilari i¢in

x+y:a3—a
acy:a2

denklem sisteminin gercel x ve y ¢oziimleri vardir?
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39. Dogal sayilarda tanmimli, her m,n € N degeri i¢gin

e f(f(2002)) =17
o f(mn) = f(m)f(n)
e f(n)<n
kosullarini saglayan bir f fonksiyonu tanimlanabilir mi?

40. S kiimesi, 1 'den biiyiikk tam sayilar kiimesinin bog olmayan bir alt kiimesidir. A
sayisi, S kiimesindeki elemanlarin garpmaya gore terslerinin toplami olsun. A bir

tam say1 ise S kiimesinin en az 3 elemani oldugunu gosteriniz.

41. a ve b sifirdan farkl gercel sayilari igin

1 1 1 1

b + z  a +b+zx
denkleminin koklerini bulunuz.

42. a pozitif gercel sayis1 a® = 6(a + 1) denklemini saghyor ise 22 + ax + a? — 6 = 0

denkleminin gercel ¢6ziimii olamayacagini gosteriniz.

43. x, y, z pozitif gercel sayilar olsun.

1 1 1 1/1 1 1
2 T3 T3 sl t—+
re4+yz oy +zx z-4ay T 2\zy Yz =2z
esitsizliginin saglandigini gosteriniz.

44. ag, a1, as, ... dizisi, m > n olmak tlizere negatif olmayan tiim m ve n tam sayilar: igin
Uman + @Gmepn —m+n—1= %(agm + agy,) esitligini saglamaktadir.

a] = 3 ise a2008 i bulunuz.

45.
4ot —122° — 722 + 222 +14 =10

denkleminin dort gercel kokii ve bunlardan iki tanesinin toplami 1 olduguna goére

denklemin butin koklerini bulunuz.

46. p(x) = 23 — 20072 + 2002 polinomunun kokleri r, s ve ¢ olsun. Bu durumda

T—1+S—1+t—1
r+1 s4+1 t+4+1

degerini bulunuz.
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47.

48.

49.

50.

o1.

52.

53.

54.

55.

yt 4+ 4y — 11y + day — 8y + 822 — 40z +52 =0

denkleminin gercel koklerini bulunuz.

3
>
ab+bc+ca ~a+b+c

Tiim a, b, ¢ > 0 gercel sayilari igin 14

ispatlayiniz.

f(z) = 22 + (m + 3)z + m + 2 fonksiyonunun agagidaki kosullar1 saglamasi icin m

parametresinin alabilecegi biitiin gercel degerleri bulunuz.

(a) Her z € (—1,3) igin f(z) <0,

(b) f fonksiyonun koklerinin terslerinin toplami % ten daha kiiciik olmali.

Q=

+ % + % = 1 kogulunu saglayan a, b, ¢ pozitif gergel sayilar1 igin
(a—1)(b—-1)(c—1)>38

esitsizligini ispatlayiniz.

a, b, ¢ sifirdan biliylik gercel sayilardir.
33 3 2 2 2
+—+

a a c
b c a

2

c
+5+=2>
2 a?

oldugunu gosteriniz.

a,b, cile 2° — 22 + 2 = 0 denkleminin koklerini gosterelim. Bu durumda a? + b% 4 ¢2,

a® + b + ¢ ve a* + b* + ¢Viin degerlerini hesaplayimz.

r+y+z = 3
?+y +27 = 3
?+y+20 = 3

denklem sisteminin tiim gercel (veya karmagik) ¢oziimlerini bulunuz.

28 + az* + 1 = 0 denkleminin dért kokii olmasim ve koklerinin aritmetik dizi

olusturmasinm saglayacak biitiin a gercel sayilarini bulunuz.

Her 0 < z < 1 gergel sayisinin, 1 den kiiglik iki pozitif gercel saymin fark: olarak

yazilabilecegini gbsteriniz.
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56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

xyz(z + y + z) = 1 kosulunu saglayan z,y, z pozitif gergel sayilar1 i¢in

a-) \/(1‘2 + y—lg)(gﬂ +5)(22+ %) = (@ +y)(y + 2)(2 + z) esitliginin saglandigim
gosteriniz.

b-) Verilen denklemi saglayan bir (z,y, z) liclisti bulunuz.

a,b,c,x,y,z € R ve x,y, z sifirdan farkli olmak iizere

azd = by® = ¢23
ve

1 1 1

el T |

x Yy z

ise ¢/ax? + by? + c22 = ¥a + Vb + /c oldugunu gosteriniz.
(23 432 —4)3+ (222 — 52+ 3)3 = (323 — 222 — 1)3 denklemini saglayan tiim z gercel

sayilarini bulunuz.

|z, ile x gercel sayisini agmayan en biiyiik tam sayiy1 gosterelim.

e+ 5] = 15+ 1T)

denkleminin tim koklerini bulunuz.

Np =1{0,1,2,...} olmak tizere,
f : Ng — Ny fonksiyonu her m,n € Ny igin

o f(n+1)> f(n)

o fin+ f(m))=f(n)+m+1
ozelliklerini saglayan bir fonksiyondur. Buna gore f(2001) ’in alabilecegi tiim degerlerini
bulunuz.

3

Eger «, 8, sayilar1 ° — x — 1 denkleminin kokleri ise,

l—a 1-5 1-—%«
l+a 148 147y

ifadesinin degerini hesaplayiniz.
f:10,1] — R fonksiyonu

(i) f(1)=1,

(if) f(z) = 0
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

(iii) eger x,y, ve x + y hepsi [0, 1] araliginda ise f(x +y) > f(z) + f(y)
sartlarim saglamaktadir. Her x € [0, 1] i¢in f(z) < 2z oldugunu gosteriniz.
n bir pozitif tam say1 ve x1,x9, - ,z, birer tamsay1 olmak iizere

Bitasttap+nd < @n—1)(@1+ a2+ ay) +0°

oldugu biliniyor.Buna gore

a-) x1,22,- -, &, den higbirinin negatif olamayacagini gosteriniz.
b-) 1 + 22+ -+ x, + n+ U'in bir tam kare olamayacagini gosteriniz.

Eger {a1,a2,as,b1,b2,bs3,c1,c9,c3} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimeleri ayni ise (ele-

manlar farkli sirada yazilmig olabilir)
S=ai-ay-a3+b;-by-bg+ci-co-c3

sayisinin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

n bir dogal say1, f(n) de [n?,2n?] kapali araligindaki tam karelerin sayisi olsun. f

nin azalmayan ve orten fonksiyon oldugunu gosteriniz.

n bir tam say1 olmak iizere,

FQ)+ f2)+- -+ f(n) =n*f(n)

kosulunu saglayan, dogal sayilardan gercel sayilara tanmimlh bir f fonksiyonu olsun.
Eger f(1) = 1002 ise f(2004) i bulunuz.

n pozitif tam say1 ve x1, xo, ..., x, negatif olmayan gercel sayilar olmak tizere

Tt il 2t = n
n(n+1)

1+ 229+ 323+ ---+nx, = 5

denklem sistemini saglayan x1, x2, ..., x, sayilarini bulunuz.

22 + 9% + 22 = 25 denklemini saglayan x,y ve z pozitif gercel sayilar1 icin

A= 4 & 4 % nin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

ot oyt 2t b ayz(e +y+2) > M(zy +yz + 21)? esitsizliginin tiim z, y ve z pozitif
gercel sayilar: icin dogru olmasimi saglayacak saglayacak en bluyik M pozitif gercgel
sayisini bulunuz.
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70. Toplamlar: 1 olan tiim a, b ve ¢ pozitif gergel sayilari igin

e (G

(=
o
S

esitsizligini ispatlayiniz.

71. z bir gercel say1 ve T ’de z ’in tamsay1 kismi olsun.
32° ~7 =3

esitligini saglayan x gercel sayilarini bulunuz.

72. a,b, c gercel sayilar, f(z) = ax* 4 bz + cx? olmak iizere
fla(z+1) = fla(z—1)) =T
dir. p(n), n ’ye bagh bir fonksiyon ve

7497 4ol = n’(n +1)*p(n)
24
ise p(n)="
73. Biitiin a, b, ¢ pozitif gercel sayilar: i¢in

a? — be b2 — ca 2 —ab
2 + 53 + 53 =
2a° +bc  2b°+ca  2c® +ab

oldugunu gosteriniz.
74. Asgagida verilen egitliklerin ortak gergel ¢éziimlerinin hepsini bulunuz:

422
14 422
4y2
1+ 42
422
1+ 422

x
75. a bir pozitif gercel say1 olmak iizere f(z) = v olsun. Bu durumda

a® + va

1 2 2000
S=f<zom)+f<zom)+"‘+f(zom>

degerini bulunuz.
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

Toplamlar: 6, karelerinin toplami 8, kiiplerinin toplamai ise 5 olan ii¢ sayinin doérdiincii

kuvvetlerinin toplami nedir?

Hangi n pozitif tam sayilar igin

1 2 n a 4.
SR R L 1+ az + ap
a as Qn, 2

esitligi saglanacak seklide birbirinden farkli ay,ao,. . . ,a, tam sayilarini bulunabilecegini

belirleyiniz.

[%, 1] arahgindaki a, b ve ¢ gergel sayilar i¢in asagidaki esitsizligin dogrulugunu

ispatlayiniz.
a+b b+c a+c <3

_1+c+1+a+1+b_

Tim a, b, ¢ pozitif rasyonel sayilari igin

g+§+g 22§‘ a+b+b+c+c~|—a
b ¢ a 2 c a b

oldugunu gosteriniz.

Dogal sayilar kiimesinde taniml bir f fonksiyonu icin agsagidaki kosullar veriliyor:

(a) f siirekli artan bir fonksiyondur.
(b) f(m-n) = f(m)- f(n), Yim,n €N.

(c) m#mnvem™=n"ise f(m) =n yada f(n) =m olur.
Bu durumda f(30)’un degerini hesaplaymiz.

Her z,y € {1,2,...,10} i¢in, zf(x) + yf(y)'nin bir boleni x + y olacak sekilde,
{1,2,...,10} kiimesinden {1,2,...,100} kiimesine tanimli biitiin artan f fonksiyon-

larin1 bulunuz.

(1 4 v/2)%°0 sayisimin ondalik gdsteriminde virgiilden sonraki 1000’inci basamak

kagtir?

a, b, ¢ pozitif gercel sayilar1 abc = 2 esitligini saglamaktadir. Bu durumda

a4+ b0+ >avbt+ct+b/etat+ceva+b
esitsizligini gosteriniz.
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84. Her x gercel sayisi igin

=) [ [ - ) - [

esitliginin dogru oldugunu gosteriniz.

85.

a? a? a?

$(5L‘+1)+($+1)(l’+2)+'”+(l‘+4)(l‘+5) =1

denkleminin koklerinin gercel say1 olmasini saglayan a gercel sayilarini bulunuz.

86. n > 3 icin
2 _
] — 2223 Ty, = 0
x%—xlxg---xn = 0
x%—xlxg---xn = 0
2 =0
Ty — L1X2X3 " Tp—-1 —

denklem sisteminin ¢oztimlerini bulunuz.
87. Her x € R — {0} igin

(a) f(x) —3f (%) = 3% kogulunu saglayan sifirdan farkli gergel sayilarda tanimh

biitiin fonksiyonlar1 bulunuz.

Itz T
(b) f(z) = 225=2 fonksiyonu i¢in (z # 0)

1 2 2002 2002 2002 2002
f (2002> f (2002>++f (2()()2)+2f (2001>+2f <2000>+"'+2f <1>

toplamini hesaplayiniz.

88. (z,y) ile x ve y tam sayilarinin en biiyiik ortak bolenin,, [z, y] x ile ise y sayilarinin

en kiiciik ortak katini gosterelim. Bu durumda

esitligini saglayan biitiin {x,y} ikililerini bulunuz.

89. a,b,c gercel sayllardir. M sayis1 y = |42 + az? + bx + ¢| fonksiyonunun [—1,1]
araligindaki en biiyiik degeri olsun. M > 1 oldugunu gosteriniz ve esitlik durumunun

gergeklestigi biitiin durumlar: belirleyiniz.
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90.

91.

92.

93.

(ii)
(iii)

94.

95.

96.

Pozitif tam sayilar tizerinde tanmimh f fonksiyonu f(1) = 1996 ve

FO+F@) ++ f(n)=n’f(n)  (n>1)
esitliklerini saglamaktadir. f(1996) degerini bulunuz.

x bir gergel say1, n bir pozitif tam say1 olmak iizere; |z |, x sayisindan biiyiik olmayan
en bilyiik tam say1 olsun. Bu durumda |z] + [z 4+ 1|+ ... + [z + =] = |na]

oldugunu gosteriniz.

4(ab+bc+ca) — 1> a* +b* + ¢ > 3(a® + b° + &%)
esitsizligi saglayan biitiin pozitif a, b, ¢ gergel sayilarim1 bulunuz.

a, b ve ¢ rasyonel sayilar olsun. Asagidaki denklemlerin her birinin sadece a = b =

¢ = 0 durumunda saglanabilecegini gosteriniz.
a+bv2+cv/2=0
a+by2+c¢y3=0
a+by2+ced4=0

x, Yy, 2z, m, n sayilart m +n > 2 esitsizligini saglayan pozitif gergel sayilardir. Bu

durumda

2\/yz(z + my) (z + nz) + yy/zz(y + ma)(y + nz) +

3(m+n)
8

2/ zy(z + ma)(z + ny) < (x+y)(y+2)(z+x)

oldugunu gosteriniz.
(an)22, dizisi

an, N
ap=1l,ap4y1=—+—,n>1
n n

seklinde tanmimlaniyor. n > 4 igin [a2| = n oldugunu ispatlaymiz.(|z] says1 i

agmayan en bilyiik tam sayidir.)

Agagidaki denklem sistemini gergel sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.
r+y+z=2,
(+y)y+2)+W+2)z+2)+E+o)(e+y) =1,

2 (y+2) +y3(z+2) + 2% (x + y) = —6.
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97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

x bir gergel say1 olmak {izere, sin(cosx) ve cos(sinz) fonksiyonlarinin hangisi daha

biiytiktiir?

a gergel sayisi (0,1) araliginda ve f fonksiyonu [0, 1] araliginda siirekli bir fonksiyon

olmak tlizere

£(0) = =1
(55Y) = a-as@+ar

ise f (%) =7

Her z, y gercel say1 ikilisi icin, f(zf(x) + f(y)) = [f(z)]? + y denklemini saglayan

tim f: R — R fonksiyonlarimi bulunuz.

a+ b+ c+ d=1 denklemini saglayan a, b, c, d pozitif gergel sayilari igin,
1
6(a® + 0%+ + d%) > (a2+b2+cz+d2)—|—§
esitsizliginin saglandigini gbsteriniz.

Bir giin okul sonrasinda, Murat fazladan bir matematik dersine daha katilmak zorun-
daydi. Ogretmen tahtaya katsayilar: tam say1 olan ikinci dereceden bir z? + pix +
q1 = 0 denklemini yazacak ve Murat bu denklemin ¢6ziimlerini bulacaktir. Eger
¢ozlimlerin ikisi birden tam say1 degilse Murat eve donebilecektir. Eger denklemin
¢Ozlimleri tam sayiysa 0gretmen ps ve g9, bir 6nceki sorunun ¢oéziimlerinin herhangi
bir siralamasi olacak sekilde yeni bir 2 + poz + g2 = 0 denklemi yazacak ve her
sey bagtan basglayacaktir. Ogretmenin, Muratn sonsuza dek okulda tutabilmesini

saglayacak tiim olasi p1, ¢1 sayilarinin bulunuz.

Dogal sayilar kiimesinden dogal sayilar kiimesine olan ve

n+ f(n)

Ftm) < ™

kogulunu saglayan biitiin birebir f(n) fonksiyonlarini bulunuz.

a,b,c € {1,2,...,n} olmak iizere gercel sayilardan gercel sayilara tanimh ve kokleri
tam say1 olan

f(z) =az® + bz +c
ikinci dereceden fonksiyonlarin sayisi, herhangi bir pozitif n tam sayis: igin P(n) ile
gosterilsin.

Yukaridaki 6zelliklere sahip f fonksiyonlar: ve biitiin n > 4 degerleri i¢in n < P(n) <

n? oldugunu ispatlayimniz.
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104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

a + b+ ¢ = 3 denklemini saglayan a, b ve ¢ pozitif gercel sayilar: i¢in

1 1 1 2 2 2
— 4+ — + ? >a°+b"+c¢
e@itsizliginin Saglandlglnl gésteriniz.

271 sayisii, carpimlart maksimum olacak sekilde, pozitif gergel sayilarin toplami

olarak yaziniz.

Asagidaki denklem sistemini saglayan biitiin (z,y, z) gergel say1 tigliilerini bulunuz.

Not: [r] : r gergel sayisiin tamsay1 kismi, {r} : r gercel sayisimin ondalik kismi.
z+ [y] + {z} = 200, 2

{a} +y+[2] = 200,1

[z] + {y} + 2z = 200,0

R—{0} kiimesinde tanimhi ve f(z)+8f(1) = —63z denklemini saglayan fonksiyonlar
tanimlayiniz.

2 2 2 _ .2 8 1 .8 8 _ .8
Ty T Y o hise L ty _r Y ifadesini k cinsinden hesaplayiniz.
22 — 2 | 242 28—y 284 y8
a,b,z,y gercel sayilar icin a® +ax +y =0 +br+y=c +cx+y=0vea,b,c
birbirinden farkl ise a + b + ¢ = 0 oldugunu ispatlayiniz.
z,y, z pozitif gercel sayilar olmak tizere z° + y> + (r+ y)3 + 30xy = 2000 ise (z +y)
nin alabilecegi degerleri bulunuz.
T b itif 1 lar1 ici ! + ! + 1 > 27

im a, b, ¢ pozitif gergel sayilar: igin >

POZILE BErCel SaVIAr G 4 ) T el + 0) | ale+a) = 2(a + b+ o)
oldugunu gosteriniz.
a # 0,b,c gercel sayilar icin (a + b+ ¢)(4a — 2b+¢) < 0 ise az® + bz + ¢ = 0
denkleminin iki farkl gercel kokiiniin oldugunu ispatlayiniz.
2v/2
x ve y sifirdan farkl gergel sayilar olmak tizere —; Tty 5 < V2 oldugunu
22 —zy+y? T 2?12

gosteriniz.

a+b+c+d = 20

ab + bc + cd 4+ da + bd + ac 150
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115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

kogullarini saglayan tiim a, b, ¢, d gercel sayilarii bulunuz.

x,y, z gercel sayilar i¢in 0 < z,y,2 < 1 ve zyz = (1 — z)(1 — y)(1 — 2) ise (1 —

)y, (1 —y)z, (1 — z)x sayilarindan en az birinin % den kiigiik veya esgit oldugunu

ispatlayiniz.
a1, as,as gercel sayilarinin herbirinin 1 den biiyiik oldugu ve her ¢ = 1,2,3 igin
2
1 1 1
> a1 + ag + az oldugu bilindigine gore + + > 1
a; — 1 a1 +ax ax+az  az3+ap

oldugunu ispatlayimiz.

a,b, c gercel sayilar olmak fizere 2° + az? + bz + ¢ = 0 denkleminin ii¢ gercel kokii
vardir. —2 < a+b+c < 0 ise bu ii¢ kokten en az birinin [0, 2] araliginda yer alacagim

ispatlayiniz.

a, b, c gergel sayilar igin

(a+b)(b+c)(c+a) = abe
(@ + )V + ) (P +a®) = v’

ise abc = 0 oldugunu ispatlayiniz.

Negatif olmayan gercel sayilardan olusan aq, as, ... dizisi tiim n pozitif tam sayilar:
i¢ing ap + agy > 3n ve apy1 +n < QW kosullarinin ikisini birden sagliyor.
Buna gore

a-) Her n porzitif tam sayisi igin a,, > n oldugunu gosteriniz.

b-) Soruda verilen gartlar1 saglayan bir a,, dizisi bulunuz.
Katsayilar: negatif olmayan gergel sayilardan olusan p(x) polinomu igin p(1) > 1 ise

1
tiim pozitif gercel sayilar icin p(z)p (> > 1 oldugunu ispatlayiniz.
x

3
0<a,p,0< g icin sin a+sin S+sin 0 = 1 ise tan® a +tan? S+ tan® 0 > 3 oldugunu

ispatlayiniz.

1
ar =1, agzivekz 1iginak+2:ak+ak2+1 ise,
1 1
+ + -+ < 4 oldugunu ispatlayiniz.
aiaz Q204  Q3as a9ga100
p(0) = 0, p((z 4+ 1)®) = (p(x) + 1)® kosulunu saglayan tiim gercel katsayil p(z)

polinomlarini bulunuz.

f:No— Ny (No=1{0,1,2,...}) bir fonksiyon olmak iizere tiim n € Ny sayilar1 igin
f(f(n)) = f(n)+1 ve min{f(0), f(1), f(2),...} =1 dir. Bu kosullar1 saglayan tiim
f fonksiyonlarini bulunuz.
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125.

126.

127.

128.

129.

Her z,y € R icin f(2?) — f(v*) = (= + v)(f(z) — f(y)) kosulunu saglayan tiim

f R — R fonksiyonlarin1 bulunuz.

ay>as > - >a, > 0veai+as+---+a, = 1ise a%—|—3a%—|—5a§+- . -—|—(2n—1)a,2I <1

oldugunu ispatlayimniz.

sin® x(1 + cot ) + cos® (1 + tanz) = cos2x denklemini gergel sayilar kiimesinde

¢Oziintiz.

2 — Vr—1 -1 1 2
x T x T
— 1 pu—
x—1+ o + x2 x2 +\/:c—1+\/x—1
kiimesinde ¢oziiniiz.

denklemini gergel sayilar

a n b n c
2a+b 2b+c  2c+a

a,b, c pozitif gercel sayilar olmak tizere < 1 oldugunu

ispatlayiniz.
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ANALIZ-CEBIR - COZUMLER

1. Bir araba yokus inerken 72 km/s, diiz yolda 63 km/s ve yokus ¢ikarken 56 km/s
hizla hareket edebiliyor. Bu araba, A sehrinden B sehrine 4 saatte gidip, ayni yolu

4 saat 40 dakikada dondiigiine gore, A ve B gehirleri arasindaki mesafeyi bulunuz.

Coziim: A gehrinden B gehrine giderken yokus asag, diiz ve yokug yukari olan
mesafeler sirasiyla x, y ve z km olsun. s km yol v km/s hizla s/v saatte gidilir. Gidis

yolunda gecgen zaman 4 saat oldugu igin;

denklemi elde edilir. Doniisg yolu igin;

z 14

.,y = _u
56 63 72 3

olur. Her iki denklemi de 56, 63 ve 72 nin OKEK’i olan 504 ile ¢arparsak;

Tr+8y+9z = 2016
9r + 8y + 7z = 2352

denklemlerini elde ederiz. Bu denklemleri taraf tarafa toplarsak 16(z+y+2z) = 4368,
buradan da =z + y + z = 273 buluruz. Dolayisiyla, iki gehir arasindaki mesafe 273
km’dir.

2. z+1y%> =1, 22 +y® = 1 denklem sisteminin ¢oziimlerini bulunuz.

Coziim: Ik denklemi z = 1 — y2 olarak ele alip ikinci denklemde yerine koyarsak;
(1—y*2+9y> =1, yani 1 — 2% + 3* + ¢ = 1, buradan da y?(1°> +y — 2) =
v2(y +2)(y — 1) = 0 buluruz. Dolayisiyla ¢éziimler, y = 0, y = —2, y = 1 ve bunlara

karsilik gelen x degerleri ise sirasiyla, x = 1, x = —3 ve x = 0 olarak bulunur.

3. M (n)={-1,-2,...,—n} olmak tizere, M (n) nin biitiin alt kiimelerinin elemanlar

carpimlarimin toplami kagtir 7

Cozim =z, x9,..,T, 1 tane say1 olsun.

(I+x1)(I+z2)..(1+a,) =14z +x2+. . 42 +T122+ ..+ Tpo1Tp +.. + T1272..7p
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yazilabilir. S biitlin alt dizilerin elemanlarinin garpimlarinin toplami olmak tizere
yukaridaki esitlik
S=14+z1)Q+z2)..(14+z,) —1

seklinde ifade edilebilir. Burada her i i¢in x; = —i yazarsak S sayisi aradigimiz

toplama egit olur. Bu durumda
S=014+(-1)1+(-2)..01+(-n)—-1=0-1=-1

bulunur.

. Agagidaki denklemin biitiin gercel koklerini bulunuz:

o) + o) =a* 7.

Not: Burada |z], = ten kii¢iik veya x e egit en bilyiik tam sayiy1 temsil etmektedir.

Coziim Verilen denklemin iki tarafina da % ekleyelim. Bu durumda denklemin sol

tarafi (|z] + %)2 olarak yazilabileceginden;

<ij+;>2:$2
x:i(m-i-;)

olur. Buradan, |z] her zaman bir tam say1 oldugundan, |z| = n dersek; x =

ve dolayisiyla

+ (n + %) bulunur. Bu durumda sorudaki denklemi saglayan her x gercel sayisi, m
1
bir tam say1 olmak iizere, x = m + 3 seklinde yazilabilir. Ayn1 zamanda her m tam
. 12 1 ) 1\? 1 5 .
sayisi icin |m + 3 + |m+ 3| =™ +m=|m+ 5] — 1 oldugundan verilen

denklemi saglayan biitiin gercel sayilarin kiimesi {z = m + 3 m € Z} olur.

3 3 3

a b c

. Ttim porzitif a, b, ¢ gergel sayilari icin — + — + — > a + b+ ¢ oldugunu gosteriniz.
ac

be ab
3 3 3
Cozim: a,b, c pozitif oldugundan e + — 4+ € >a+btee=a +b+ct>
b b
c  ac a

abc(a+b+c) dir. z,y, z pozitif sayilar olmak fizere (z —y)* + (y — 2)* + (z —x)2 > 0
ve (2% =22y 4+9°) + (v° — 2yz + 2%) + (2% — 2z +2°) > 0 oldugundan; 22 + % + 22 >
xy + yz + zx olur. Bu esitsizligi iki kere uygularsak;
at+bt+ct > a?b? b2 +cta? = (ab)?+(be)? 4 (ca)? > (ab)(be)+(be)(ca)+(ca)(ab) =
abc(a + b+ ¢) olur ve ispat biter.
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6. Asagidaki kogullar saglayan a, b, ¢, d gergel sayilarini bulunuz.
a+b+c<3d

b+c+d<3a
c+d+a<3b

d+a+b<3c

Coziim: Verilen esitsizlik sistemi simetrik oldugundan min{a,b,c,d} = a kabul
edebiliriz. a < b, a < ¢, a < d oldugundan 3a < b+ ¢+ d olur. Verilen egitsizliklere
gore b+ ¢+ d < 3a dir. Dolayisiyla, 3a < b+ c+d < 3a dir. Yani, 3a=b+c+d
dir. (a—0b)+ (a—c¢)+ (a —d) = 0 oldugundan ve a < b, a < ¢, a < d oldugu igin

a = b= ¢ =d bulunur.

7. Tam sayilar kiimesinden dogal sayilar kiimesine tamimli f fonksiyonu, tim x tam
sayilar: i¢in

flz+1)= i’;gg esitligini sagliyor. Eger f(1) = 2 ise, f(2004) kactir?

Coziim: Herhangi n pozitif tamsayisi igin f fonksiyonu agagidaki egitlikleri saglar:

-1

L) 1w
L A e R | R R == R )
f0+4) = =t = 1)

Bu nedenle, tiim n dogal sayilar: igin f fonksiyonu f(n +4) = f(n) esitligini saglar.
Simdi de f fonksiyonunun bu 6zelliginden faydalanarak f(2004)’t bulalim

£(2004) = £(2000) = f(1996) = ... = f(8) = f(4).
£(2004) = f(4) oldugu i¢in, f(4)in degerini hesaplayalim:

#(1) = 2 oldugundan, f(2) = W

Bu nedenle, f(2004) = ’tiir.
8. Asagidaki denklemi gergel sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.

r+3

||z + 2| — 22| =
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10.

Coziim <z + 2 nin igsareti x = —2 de degistiginden dolay1 soruyu iki durumda

inceleyecegiz.

(a) < —2ise |[v +2| = —z — 2 dir. Dolayisiyla |-z — 2 — 22| = £33z + 2| =
ITJ“{S ve £ < —2 durumunu inceledegimiz icin 3x + 2 < 0 dir. Yani, -3z — 2 =
"”TJF?’, buradan da x = —1 bulunur. Ama x = —1 noktas1 x < —2 kiimesinde

olmadigindan dolayi, inceleme araliginda denklemi saglayan bir deger yoktur.

(b) & > —2ise |z + 2| = z + 2 dir. Dolaywsiyla |z +2— 22| = &3, |z — 2| = &3
bulunur. Burada da x — 2 nin isareti x = 2 de degistigi i¢in -2 < z < 2 ve
x > 2 durumlarini incelemek gerekir.

e 2<uz<2iselz—2 =-z+2dir. Dolayisiyla —2 +2 = 23 ¢ =1

bulunur. z = % inceleme araliginda oldugu icin = = % bir ¢éziimdiir.

e 2 < zise |z — 2| =z—2dir. Dolaysiyla z —2 = 252 z = 7 bulunur. z =7

inceleme araliginda oldugu igin « = 7 bir ¢éztiimdiir.

1
Sonug olarak ¢ozliim kiimesi {g, 7} dir.

{a,b,c,d} = {1,2,3,4} olmak tizere ab+ bc+ cd + da ifadesinin alabilecegi en biiyiik
degeri bulunuz.

Coziim: Oncelikle ab+be+cd+da = (a+c)(b+d) esitligi ve buradan da Aritmetik-

Geometrik ortalama egitsizligi kullanilarak

b+d\° 142 4\?
ab+bc+cd+da:(a+c)(b+d)§(‘HC‘;JF) :(J“;r?’*> _ 95

bulunur. Esitlik ancak a + ¢ = b + d durumunda miimkiindiir. Ornek olarak a =
1, c=4, b=2, d = 3 alabiliriz.

Koordinat diizleminde merkezden harekete baglayan bir sinek once 1 birim yukariya
sonra 1 birim saga sonra E birim agagiya sonra — birim sola sonra 1 birim yukariya,...
dogru hareketlerine sonsuza dek devam ediyor. Bu hareketler sonunda sinegin bulu-
nacagl noktay1 belirleyiniz.

Coziim: Oncelikle —1 < z < 1 kogulunu saglayan her a gercel sayisi icin; 1 + z +

1
2= . oldugunu gosterelim. 14+ z+ 22 +---4+a2"+..- = A

olur.

1
dersek A—1=z(1+z+2°+---)=zAolur. Al—z)=1ve A= .

-
(Not: z > 1 veya 2 < —1 iken A toplami herhangi bir gercel sayiya esit olmaz.) Bu

esitligi soruda uygularsak; Sinegin

1 1 1 1 2
xkoordinam:§—§+33—---:1_2%:g,
1 1 1 4
koordinati: 1 — -+ — — .. = = — dir.
Y Koordinatl 4+16 _%1 5 1r



11.

12.

13.

14.

1
a, B,y sayilar: 23 — 2% +1 = 0 denkleminin kokleri i 1se + —2 yi hesaplayiniz.

52
1
Co6ziim: Verilen 23 — 22 + 1 = 0 denkleminden — = 1 — x denklemine ve buradan
x
da, Vieta formultini kullanarak
1 1 1
E-ﬁ—@—i-—z:(1—a)+(1—ﬂ)+(1—’y):3—(a+ﬁ+7):3—1:2bulunur.

11 1
x ve y pozitif gercel sayilar olmak iizere x +xy+y+ — + — + — ifadesinin alabilecegi
roxy oy
en kii¢iik degeri bulunuz.
1

1 1 . .. .
Cozim:z, xy,y, —, — ve — terimlerinin carpimlari 1 oldugundan, geometrik or-
T

talamasi da 1 olur. Problemde verilen ifade bu terimlerin aritmetik ortalamasimin
6 katidir. Aritmetik Geometrik ortalama esitsizliginden, verilen ifadenin alabilecegi

en kiiclik degerin 6 oldugu sonucu cikar. x = y = 1 i¢in de ifade 6 ya esit olur.

Bir tren, aralarindaki mesafe 20 km olan iki istasyon arasindaki yolculugu daima
ayni siirede tamamlamak zorundadir. Bir giin yolun tam ortasinda durmak zorunda
kalan tren 3 dakika bekledikten sonra, gecikmeyi telafi etmek igin hizaini1 10 km/saat
artirarak yoluna devam ediyor. Bir bagka giin ayni noktada 5 dakika siire ile dur-
mak zorunda kalan tren, yolculugu zamaninda tamamlamak igin hizini ne kadar

artirmalidir?

Coziim:Trenin normal hizin1 v km/saat, gecikmeyi telafi etmek i¢in sahip olmasi
10

gereken hizi da vq km/saat kabul edelim. Tren yolun ilk yarismi — saatte tamam-
) v

lar. Ikinci yarisini ise, duraklama siiresi de dahil olmak iizere 3 dakikalik gecikme

10 1 10 1
ST 10 + 20 saatte, 5 dakikalik gecikme oldugunda ise — + 3 saatte

1
tamamlar. Yolculugun ilk yarisi ile son yarisinin aymni siirede tamamladlgmdan — =
v

10 1 10 10 1
o110 + 0y = E+—2 olur. Ilk denklemden elde edilen (v—40)(v+50) = 0 ’m

porzitif kokii v = 40 km/saat ¢oziimiinii verir. Bu deger yardimu ile ikinci denklemden

oldugunda

de v1 = 60 km/saat bulunur. Tren hizin1 20 km/saat artirmalidir.

a+ b+ c > 0 olmak iizere az? + bx + ¢ = 0 denkleminin gercel ¢oziimii olmadig

biliniyor. Bu durumda ¢ > 0 oldugunu gosteriniz.

Birinci Céziim: f(z) = ax® + bx + ¢ olmak iizere bir f fonksiyonu tanimlayalim.

Bu durumda f(1) = a+b+ ¢ > 0 oldugunu biliyoruz. Burada denklemin gergel kokii

olmadigindan ve f fonksiyonu siirekli oldugundan, her z € R i¢in f(z) > 0 olur.

Dolaysiyla ¢ = f(0) > 0 oldugu goriiliir.

ikinci Coziim: ¢ < 0 oldugunu kabul edelim. Denklemin gercel kokii olmadigindan
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15.

16.

b2 — dac < 0 olmaldir. 0 < b? < 4ac oldugundan a < 0 olur. b > —a — ¢ ve a < 0,
¢ <0, oldugundan b > 0 ve —a — ¢ > 0 olur. Bu durumda (a + ¢)? < b? < 4ac olur.
(a+ ¢)? < dac ve (a — ¢)? < 0 bulunur. Bu ise bir celigkidir. Yani ¢ > 0 olmalidir.

a, b ve c sayilari

ab—a = b+119
bc—b = c¢+59
ca—c = a+71

denklemlerini saglayan pozitif gercel sayilar olmak tlizere a + b + ¢ toplaminin ala-

bilecegi biitiin degerleri bulunuz.

Coziim:Ilk denklemden a(b — 1) = (b — 1) + 120 buradan (a — 1)(b — 1) = 120
ve benzer gekilde (b — 1)(c — 1) = 60 ve (a — 1)(¢ — 1) = 72 bulunur. a,b ve ¢
nin 1 den farkh olduklar1 aciktir. Bulunan esitliklerden ilk ikisi oranlandiginda elde

edilen - = 2 ifadesini figiincii esitlikte kullanildiginda 2(c — 1)? = 72 bulunur ve

buradan |c¢ — 1| = 6 ¢ikar. ¢ > 0 oldugundan, ¢ = 7 olmalidir. Buradan a = 13 ve
b = 11 oldugu da kolaylikla bulunabilir. a + b + ¢ nin alabilecegi tek deger 31 dir.

Asagidaki denklem sistemini gergel sayilar kiimesi iginde ¢oziintiz.

271 = x%-23
4oy = 347
6r3 = a3+ 14
8ry = x3+23
10x5 = 23+ 34

Co6ziim: Verilen denklemleri taraf tarafa toplarsak;

2x1 + 4xo9 + 623 + 8x4 + 1025 = m% + x% + SL’% + $Z + mg + 55 olur. Bu da

2 — 2y + x5 — 4wy + 23 — 623 + x5 — 824 + 22 — 1025 + 55 = 0 yani

(1 — 12 4 (22 — 2)* + (23 — 3)? + (24 — 4)* + (25 — 5)* = 0 denklemine denktir.
Denklemin sol tarafindaki higbir terim negatif olamayacag: igin her biri sifir olmak

zorundadir. Boylece denklem sisteminin tek ¢oziiminiin

r1=1z0=2,235=3, 24 =4,25 =5
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17.

18.

19.

olur ve bu degerler soruda verilen beg denklemi de saglar.
x, y, a gercel sayilar olmak tizere
x+y:x2+y2:x3+y3:a

olduguna gore a nin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

2

Coéziim: (z + y)? — 22y = 22 + y* = a oldugundan zy = a4 olur. (z +

CL2—G

y)3 = 3zy(x +5y) = 23 + 4 = a oldugundan o® — 3a ( ) = a ve buradan da

a® —3a® +2a = a(a — 1)(a — 2) olur. Yani sorudaki kosullar1 saglayan a sayis 0, 1,2
diginda bir gercel say1 olamaz. z = 0 =y icina =0, z = 0,y = 1 i¢cin a = 1,

x =1=y i¢in a = 2 oldugundan a sayisinin alabilecegi tiim degerler 0, 1,2 dir.

Asagidaki egitsizligi ispatlayiniz.

9 2002
2002! < <0203>

x+y

2
Coziim: Bu esitsizligi gostermek igin zy < < > esitsizligini kullanacagiz.

Oncelikle

9 2
1.2002 < <0203>

2
20 < (222

2
2002.1 < (20203>

oldugunu biliyoruz. Bu esitsizlikleri taraf tarafa carparsak;

72002
(1.2.3...2002)% < [(20203> ]

elde ederiz ki buradan 2002
2
2002! < (0203)

oldugu acgikga goriiliir.

dn + vV4n? — 1

T V2 l4VIn—1
tammlaniyor. f(1) + f(2) + - -+ f(40) toplamin hesaplayiniz.
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20.

21.

Coziim: 4n = (v2n + 1)? + (v/2n — 1)? oldugundan

 VIF U4+ VIn U+ Va2 — 1
N V2n+1++2n—1

f(n)

seklinde yazilabilir. Pay ve payda, paydanin eslenigi ile carpilirsa

(V2ont1l—-vV2n—D)(V2n+ L +vV2n— 1+ VadnZ — 1)
@n+1)— (20— 1)
VIn+ 1l —oan-1°
2

fln) =

elde edilir.

(V3 — VI + (V' = V3) + -+ (VBT - V79
2

JQ) + F(2) 4+ f(40) =
VB — VT

2
93 — 13
2
728
2
= 364.

Birbirinden farkh x,y, z tam sayilar1 xy + yz + vz = 26 esitligini saglamaktadir. Bu

durumda z2 + y? + 22 > 29 oldugunu gésteriniz.

Coziim: Genelligi bozmadan z < y < z oldugunu kabul edebiliriz. z —y > 1,
y—x>1vez—x>2olduguicin (z —y)?+(y—2)2+(z—2)2 > 6 ve 2?2 + 1> +
2% — xy —yz — xz > 3 esitsizlikleri gecerlidir. Bunun yam sira zy + yz + vz = 26

olmasindan dolay1 z2 + 32 + 22 > 29 dur.

V2x +1++x + 3 =3+ vz + 7 dekleminin biitiin gercel koklerini bulunuz.

Coziim Denklemin gercel sayilarda tanimli olabilmesi igin x > —% olmalidir.

Denklemi g0yle dizenleyelim:

V2r+1-3=Vz+7—Vz+3.

Karekok artan bir fonksiyon oldugu icin denklemin sag tarafi pozitiftir. Dolayisiyla,
sol taraf da pozitiftir. Yani, v2x +1 > 3 ve z > 4.

Denklemin iki tarafinin da karesini alirsak,

20 +1-6V2c+14+9=a+T+2+3-2y/(x+7)(z+3),
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22.

23.

24.

3V2 +1=/(z+7)(x+3,
18z + 9 = 2% 4 10z + 21,
22 —8x+12=0.

Elde edilen son denklemin kokleri x = 2 ve x = 6 dir. = > 4 olmas: gerektiginden
dolay1 tek ¢oziim x = 6 dir.

Not: Bu tip denklem sorularinda ¢oziim yaparken kare aliyorsak mutlaka en son

buldugumuz degerleri sorudaki denklemde yerine koyup denklemin saglanip saglanmadigini

kontrol etmeliyiz. Bazen, bu soruda oldugu gibi yalanci kokler (bu sorudaki z = 2
gibi) olabilir.

1 1
2+ = =1ise 22007 + kactir?
> 2007 A6

1
Coziim 2+ - = 1 oldugundan 22 — z + 1 = 0 olur. Denklemin her iki tarafin1 da

z
z+ 1 ile carparsak z3+1 = 0, yani 2> = —1 bulunur. Bu durumda 22097 = (23)669 =
(—1)%69 = —1. Bu deger denklemde yerine yazilarak z2°07 4+ 22(1)07 =—-1+ %1 = -2
bulunur.

a, b, ¢ sifirdan farkh gercel sayilar olmak {izere,

ay+br  bz4cy cxtaz  4a® +4b* 4 42
ry  yz  zx a2 4y?4 22

ise z,y ve z yi a, b, ¢ cinsinden bulunuz.

. bob b
Coziim 11k iki esitligi © + - = -+ = S+ ¢ geklinde yazarsak & = - = < oldugu
T Yy Yy z z x T Yy oz
b b b2
goriiliir. Buradan z = %,y = —z, ve & + - = % +4; = 2. Bu durumda
C C — == z

c c

a b 4(a®+b*+c?)

4(@®+ 02+ ) At(a®+ b+ ) 4

oy a24y2+22 a2z2+b2z2+zg_ 22(a2 4 b2 4 ¢2) T2

c? c?

2¢c 4

b
olur. — = — = ¢ oldugundan — = — ve ¢ # 0 oldugundan z = 2¢ olur ve buradan
x oy oz z z
da z = 2a y = 2b z = 2¢ bulunur.

a bir pozitif gergel say1 olsun. Bu durumda /a + 2007 — v/a + 1004, v/a + 1003 —+/a

sayilarindandan hangisi daha biiytiktiir?
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25.

1. Coziim: (va + 2007—+/a + 1004)—(v/a + 1003—4/a) degerinin negatif oldugunu
gosterirsek v/a + 2007 — v/a + 1004 sayisiin, v/a + 1003 — y/a sayisindan kiigiik

oldugunu gostermis oluruz. Gostermek istedigimiz esitsizligi

(Va4 2007 — va + 1004) — (va + 1003 — va) < 0
Va+2007T++va < +Va+1003 + vVa+ 1004

seklinde yazabiliriz. Bu esitsizligin her iki tarafi da her zaman pozitif oldugundan,

iki tarafin karesini alarak

Va2 42007 < v/a2 4 2007a + 1004 - 1003

elde ederiz. Burada a gercel sayis1 pozitif oldugundan, elde edilen esitsizlik dogrudur.
Dolayistyla biitiin pozitif a degerleri icin v/a + 2007 — v/a + 1004 sayis1, v/a + 1003 —
V/a sayisindan kiigiiktiir.

2. Cozum:

Va+2007 — Va+ 1004 =
(va + 2007 — v/a + 1004)(v/a + 2007 + v/a + 1004)
Va+ 2007 + v/a + 1004
(a +2007) — (a + 1004) 1003

Va+ 2007 + Va + 1004 a + 2007 + v/a + 1004

Va+1003—va =
_ (Va+1003 - V/a)(va + 1003 + v/a)
B Va+ 1003+ /a
(a+1003) —a 1003

Va+1003++/a +a+ 1003+ a

oldugu icin, buldugumuz ifadeler

Va4 2007 + va < va+ 1003 + va + 1004

esitsizligini kanitlar. Dolayisiyla verilen sayilar arasinda, v/a + 2007 — a + 1004 <

Vva + 1003 — /a iligkisi vardir.

2(a2+1)(b*+1) = (a+1)(b+1)(ab+1) denklemini saglayan tiim a, b gergel sayilarim

bulunuz.

Coziim 1. Verilen denklemi a bilinmeyeni igin ikinci dereceden bir denklem gibi

diigiiniirsek a?(b? — b+ 2) —a(b+ 1)2 +2b%> — b+ 1 = 0 elde edilir. Bu denklemin

diskriminantt A = (b+ 1)* — 4(b> — b +2)(26> = b+ 1) = —(b— 1)%(70?> — 2b+ 7)

dir. 76> —2b+7 = 6(b*> + 1) + (b—1)? > 0 oldugundan denklemin gergel ¢oziimiiniin
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26.

27.

olmast i¢in b = 1 (budurumdaA > 0) olmalidir. Buradan a = 1 bulunur. Tek ¢oziim
(a,b) = (1,1) dir.

Coziim 2. Cauchy-Schwarz esitsizliginden 2(a® + 1) > (a +1)2,2(b> +1) > (b+1)?
ve (a2 +1)(b®+1) > (ab+1)? elde edilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa carpip sonra da
iki tarafin karekokiinii alirsak 2(a? +1)(b% +1) > |(a+1)(b+1)(ab + 1)] esitsizligine
ulagirz. Esitsizligin egitlik olmasi ancak ilk esitsizliklerin egitlik olmasi durumunda

mumkindir ki bu da bize ¢ = b = 1 verir.

arpmaya gore terslerinin toplami —1 ve kiiplerinin toplami 4 olan tiim gercel sayilar:
Carpmaya g P p p gergel say
bulunuz.
o < L1 3 3
Coziim: Sayillar z ve y olsun. Aradigimiz sayillar — + — = —1 ve 2° + y° = 4
€z Yy
1
denklemlerini saglarlar. — + = = —1 oldugundan z +y = —zy ve 2° +¢° = 4
€T Yy

oldugundan (z + 3)® — 32y(z + y) = 4 ve buradan da (zy)® — 3(zy)% + 4 = 0 olur.
(zy + 1)(zy — 2)* = 0 denkleminden zy = —1 veya zy = 2 sonucuna varilr.

zy = —1icin 4+ y = 1 olacagndan (z — y)? = (x +y)?> —day =5 ve |t —y| = V5

Vi+1l  1-45

olur. z > y kabul edersek z —y = V5, z+y =1, z = 5 Yy = 5 bulunur.

zy = 2 icin x + y = —2 olacagindan (z — y)? = (z + y)?> — 4zy = —4 < 0 olur. Yani

VE+1 1-+/5

Sonug olarak ¢oztim olan tek (x,y) ikilisi ( 5

bu durum imkansizdir.

) dir.

f R — R fonksiyonu f(1) = 1 ve her = ve y gergel sayilar igin f(zxy + f(z)) =
xf(y) + f(x) esitligini saglamaktadir. Bu kogullar1 saglayan tiim f fonksiyonlarim

bulunuz.

Cozim:f(0) = 0 oldugunu gostererek baglayalim:

y = 0 olsun. Her x gercel sayisi igin

f@- 04 f(x)) = f(f(x)) =2 f(0) + f(z)

esitligi gecerlidir. = = 0 igin de f(f(0)) =0- f(0) + f(0) = f(0) olur.
y=0, 2= f(0) i¢cin

f0) = f



28.

Buradan da f(0) = 0 oldugu goriiliir.

Bunun bir sonucu olarak; y = 0 ve her x gercel sayisi i¢in f(z-0+ f(x)) =z- f(0)+
f(z) = f(z), buradan da f(f(x)) = f(x) bulunur. = 1 ve her y gergel sayisi igin
soruda verilen f(1) = 1 esitligini kullanarak f(y+1) = f(1-y+f(1)) = 1-f(y)+f(1) =
f(y) + 1 buluruz. Bu esitlikte y yerine f(x) yazarsak, f(f(z) +1) = f(x) + 1 den-

kleminin her x gercel sayisi i¢in saglandigim goriirtiz. Bu durumda

L+ f(x) = f+f(2))
= flzy+ f(z))
= z- f(y)+ f(z)

1

S1=u-f) =2 1()
= f(C) =2

oldugundan, sifirdan farkl her x gergel sayisi igin, f(z) = x oldugu goriliir. Fakat
f(0) = 0 oldugunu da gostermistik. Bu nedenle, her x gergel sayisi i¢in f(z) = =
oldugu ispatlanmig olur.

Not: Bu tip fonksiyonel denklem sorularinda en son bulunan f fonksiyonlarinin
soruda verilen kosullar1 saglayip saglamadigi kontrol edilmelidir. Bazen sorudaki
kogullar: saglamayabilir. Bu soruda f(x) = x fonksiyonu f(zy+ f(x)) = xf(y)+ f(z)
denklemini biitiin =,y gercel sayilar igin sagladigindan ve f(1) = 1 oldugundan

f(x) = z bir ¢éziimdiir.

11 11 1 1 1
T4 ot o1 oo 1 o — 2005 itligini
\/ tote +\/ Tty +\/ T 20042 T 20052 2005 e
ispatlayiniz.

Coziim:Once bir gozlem yapahm:

P 1 _k4+2k3+3k2+2k+1_(k2+k+1)2
k2 (k+1)2 k%(k+1)3 C \k(k+1)
yazip her iki tarafin karekokiini aldigimizda;
1 1 K2+ k+1 1 1 1
1+ — = =14+ —=14-——
\/+k2+(k+1)2 (k(k+1)) TrerD TR Rl
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elde ederiz. Boylece,

\/1+1+1+\/1+1+1+ +\/1+1+1
12" 22 22 ' 32 20042 " 20052

A S A S DO PN S
1 2 12 13 _ 200;1 20015
:2004‘1—’_1_24_2_3—’_”'—’_2004_20105

:2004—|-1—20105
:2005—m

29. a,b,cved, a+ b+ c+d=1 esitligini saglayan pozitif gercel sayilardir.

30.

bed n acd n abd n abe <i
a+2 b+2 c¢c+2 d+2 13

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Aritmetik-Geometrik Ortalama esitsizliginden

Yabe < GtbEe
- 3

e < <a+b+0>3
- 3

yazabiliriz. Buradan

abc<a+b+c31<a—|—b—|—c+d31_i1<il_i
d+2 ~ 3 d+2~ 3 d+2 27 d+2 27 2 54
bed d bd 1
esitsizligini elde edilir. Benzer sekilde ¢ , 2% e 2 'nin de — ’ten kiiclik
a+2 b+2 c+2 54
oldugu bulunabilir. O halde
bcd+acd+abd+i<4i<i
a+2 b+2 c¢c+2 b4 54 13
olur.
x bir gercel say1 olmak iizere 22 — 3z +1 = 0 ise 2 + 27 + 27 + 277 nin degerini
hesaplayiniz.
Cozium: Verilen denklemden z + % = 3 elde edilir. Ote yandan, hesaplanmasi

istenen ifade (2 +2~%)(z +2~!) seklinde carpanlara ayrilabilir. Tlk carpani hesapla-

mak igin l’—i—% = 3 denkleminde iki tarafin karesi almarak z2+z~2 = 7 ve bu ifadenin
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31.

32.

33.

de karesi alinarak x* +2~* = 47 ve bir kez daha kare alinarak z® + 2~8 = 2207 elde
edilir. Aranan ifadenin say1 degeri 6621 dir.

M kiimesi 20 tane farkh gercel sayidan olugsmaktadir. M kiimesinden alinacak olan
her a,b € M icin a < —x < b egitsizligini saglayan bir x € M bulundugu biliniyor.

M kiimesinde kag tane pozitif say1 bulunabilir?

Coziim: a1 < az < -+ < ag olmak tizere M = {aj,as,---az} olsun. M de
bulunan pozitif olmayan elemanlarin sayisi pozitif olanlardan fazla ise en azindan 11
tane pozitif olmayan eleman var demektir (a1; = 0 olmasi miimkiin). Bu durumda

verilen sarta gore
a1 < T <ay< —T2<az3 < —x3<- a0 <—x10 < aiq

egitsizliklerini saglayan z1, --- 219 pozitif sayilar1 bulunmalidir. Buradan z,-- -z
pozitif sayilarinin her birinin farkli olmasi gerektigi goriiliir. Bu da M ’nin en azindan
21 eleman icermesini gerektirir ki bu bir geligkidir. Buna gore M de bulunan pozitif
olan elemanlarin sayis1 pozitif olmayanlardan az olamaz. Benzer sekilde M de bulu-
nan negatif olan elemanlarin sayisi negatif olmayanlardan az olamaz. Sonug olarak

M’de bulunan pozitif olan elemanlarin sayis1 10’dur.

ai,az,as, ... bir geometrik dizidir. a1 +ag +az+ag =7, -+ - STt w =5

] al
olduguna gore a;j - az - a3 - a4 garpimini hesaplayiniz.

Coziim: Verilen dizi bir geometrik dizi oldugundan bir r gercel sayisi i¢in as = raq,

asz = r2a; ve as = ria; yazilabilir ve

1—rt
a1+a2+a3+a4=a1(1+r+r2+r3):a1< >:7

1—1r

ve

1 1 1 1 1 1 1 1 11—

— =t —F—=—(l++ 5+ |=— 55— =5

ap ay a3 a4 a1 roor r ap r3(l—r)

7

elde edilir. Egitlikler taraf tarafa boliinerek a%r 5 bulunur. Ote yandan aj - ag -
as - a4 = a%rﬁ = (a%r ) oldugundan ay - as - ag - a4 = < ) = = 1,96 olur.

Her n > 2 tamsayist icin (n!)2 > n" oldugunu gosteriniz.

Céziim: (n!)? ifadesini

(1-2---(n—=1)-n)1-2---(n=1)n)=1-n)2-(n—-1)3-(n—2))--- (k- (n—

k+1))---(n-1) seklinde yazabiliriz. Ote yandan, her 1 < k < n tam sayisi icin
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34.

35.

k(n—k+1)—n=nk—k?+k—n= (n—k)(k—1) > 0 oldugundan, k(n —k+1) > n

olur ve bu da iddiay1 kanitlar.

1
998

denklemini saglayan tiim gercel x sayilarimi bulunuz.

Cozim: £ =1,2,...,1995 icin

\/2\/§£L‘*IE2+I{?2*2:\/k2*(l‘*\/§)2§k‘

gbzlemini kullanarak

1

998(\/2\/% —22 12— 2—}—\/2\/§m — 22422 - 2+...+\/2\/§m — 22+ 19952 — 2) <

1
—(14+2+...+1995) = 1995
gogllt2+...+ )

oldugunu, dolayisiyla da esitligin ancak ve ancak 2 = v/2 durumunda gerceklesecegini

gosterebiliriz. Tek ¢oziim = = /2 dir.

x,y ve z gercel sayilarinin,

z® +yz <2,
y2+xz§2,
22+xy§2,

esitsizliklerini sagladigi biliniyorsa = 4+ y + 2z nin alabilecegi en biiyiik ve en kiigiik

degerleri bulunuz.

Coziim:(z —y)? + (y — 2)? + (z — 2)* > 0 oldugundan =2 + y* 4 22 > 2y + yz + 2z
3
ve buradan da i(xg + 9% + 22+ zy +yz + zx) > (z +y + 2)? olur. Soruda verilen

esitsizllikleri taraf tarafa toplarsak (z+y+2)* < g(x2+y2+z2+xy+yz+zx) < 26 =
9 ve buradan da —3 < z + y + z < 3 bulunur. Esitlik durumu ise x =y = 2 = —1
iken ve x = y = z = 1 iken saglanir.

Not: Bir soruda verilen bir k£ degiskeninin alabilecegi en kiicilik ve en biiytik degerler
soruldugunda k icin k < p veya k > q gibi esitsizliklerin saglandigini gostermemiz k
sayisini alabilecegi en biiyiik degerin p, en kiiclik degerinde ¢ olmasini gerektirmez.

k sayisinin p ve ¢ sayilarina da esit olabilecegini ispatlamamiz gerekir.
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36.

37.

38.

ai,as, ..., ay, birbirlerinden farkl pozitif tam sayilar ve m sayisi, {a; + a;, ¢ # j}

kiimesinin eleman sayisi olsun. m en az kag olabilir ?

Coziim:Genelligi bozmadan a1 < ag < ... < a, kabul edelim.
a1 tas<artaz<...<ap+ta,<ax+ap,<...<ap-1+ay

yazilabilir. Bu esitsizlikte en az (n — 1) + (n — 2) = 2n — 3 tane farkh toplam vardur.
Ciinkii en kiiciik toplam 3, en biiytik toplam en az (n — 1) + n = 2n — 1 olabilir.

Yani en az 2n — 3 tane birbirinden farkli toplam vardir.

No = {0,1,2,...} olmak {izere, her z,y € Ny i¢cin f(3z + 2y) = f(x)f(y) kosulunu
saglayan biitiin f : Ng — Ny fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: x =y = 0 i¢in £(0) = f(0)? dir. Yani f(0) = 0 veya f(0) = 1 dir.

f(0) =01ise her z,y € Ny igin f(2y) = f(3z) dir. f(1) =aigin f(5) = f(3-1+2-1) =
a®. Benzer sekilde f(25) = a*. Ayrica f(25) = f(2-2+3-7) = 0. Dolayisiyla a = 0
dir. Her k > 4 sayis1 k = 3x + 2y formunda yazilabildigi i¢in uygun x ve y degerleri
ile her k icin f(k) = 0 dur.

F(0) = 1ise f(2y) = f(y) ve f(32) = f(x) dir. £(1) = a dersek, f(2) = a, f(5) =

a?, f(25) = a® = a* bulunur. Dolayisiyla, a = 0 veya a = 1 dir.

ﬂ@—{l o

Sonug olarak,

0 x>0.

ya da her x € Ny icin f(z) =1 dir .

Hangi a gercel sayilar: icin

m+y:a37a

zy = a?

denklem sisteminin gercel x ve y ¢oziimleri vardir?

3

Coziim:Ilk denklemden zi ¢ozerek & = a® — a — y bulup diger denklemde yerine

yazalim;

Ty = a
(@’ —a—yy = o
v +yla—a®)+a* = 0

Elde edilen denklemin gergel kokleri olmasi igin diskriminantin sifira egit ya da
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39.

40.

sifirdan biiyiik olmasi gerekir.

A = (a—ad*)? - 4ad?
= a*(a®+1)(a® - 3)

A > 0 esitsizligi ancak a = 0 veya a®> — 3 > 0 durumlarinda saglanir.

Dogal sayilarda tanimli, her m,n € N degeri icin

o f(£(2002)) = 17
e f(mn) = f(m)f(n)
e f(n)<n

kosullarini saglayan bir f fonksiyonu tanimlanabilir mi?
Cozim: f(mn)= f(m)f(n) kogsulunu ve 2002 =2 -7-11 - 13 oldugunu kullanarak

f(f(2002)) = f(f(2)) - F(F(T) - FOFAD)) - f(F(13)) = 17

esitligi elde edilir. f(n) < n ise
f(f(n)) < f(n) <n

dolayisiyla da f(f(2)) < 2, f(f(7)) < 7, f(f(11)) < 11 ve f(f(13)) < 13 olur.
Elde edilen esitligin sag tarafinda bir asal say1 olan 17 varken, esitligin sol tarafinda
ise 17’den kiiclik tamsayilarin ¢arpimi vardir. Bu tamsayilarin carpimi 17 olamay-

acagindan verilen kogullar1 saglayan bir f fonksiyonu yoktur.

S kiimesi, 1 den biiylik tam sayilar kiimesinin bog olmayan bir alt kiimesidir. A
sayisi, S kiimesindeki elemanlarin ¢arpmaya gore terslerinin toplami olsun. A bir

tam say1 ise S kiimesinin en az 3 elemani oldugunu gosteriniz.

Coziim: S kiimesinin eleman sayist n(S) = 1 olmasi durumunda S = {a} diye-

1
lim. Ancak — tam say1 olmadigindan A sayisi da tam say1 olamaz. O halde S
a
kiimesi bir elemanli degildir. n(S) = 2 ve a # b olmak tizere S = {a, b} alahm. a < b
olsun.

1 1 1 1 g§2
a

_ mpas N
a + b a + a
1 . .. 1 1 . o
-+ 5 < 2 ve tamsay1 oldugu i¢in — + y = 1 ’dir. Ancak bu kogulu saglayan (a,b)
a a
say1 ¢ifti olmadigindan S kiimesi iki elemanh da degildir. Yani n(S) > 3 olmalidir.
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41.

42.

43.

1 1 1
Eger S ={2,3,6} ise —+ -+ = = 1 olur. Bu da S kiimesinin 3 elemanli olabilecegini

o 2 3 6
gosterir.
a ve b sifirdan farkh gergel sayilari igin
NS
a b = a+btz
denkleminin koklerini bulunuz.
Coziim:
LS 1
a b x  a+b+z
(a+b)x+ab 1
abx  a+b+x
(a+b)z*+ (a+b)*x + (a+b)ab = 0
a = —b ise, sifirdan farkli her x sayis1 verilen denklemi saglar. a # —b ise denklem
(x+a)(z+b)=0
olarak carpanlarina ayrilir. Buradan da denklemin kokleri x = —a ve x = —b olarak
bulunur.
a pozitif gercel sayis1 a® = 6(a + 1) denklemini saghyor ise 22 + ax +a®? — 6 = 0

denkleminin gergel ¢coziimii olamayacagini gosteriniz.

Coziim: Denklemin gergel ¢oztimii oldugunu kabul edelim. Bu durumda A = 3(8 —
1
a?) > 0, yani a < 2v/2 olmahdir. a® = 6(a + 1) oldugundan a® = 6(1 + —) ve

a
1,1 2 2 32
aZM:{Olduéundan“226(1+[):6+;f>6+2=801urvea228,

buradan da a > 2v/2 bulunur. a < 2v/2 olmas: gerektiginden bu bir celigkidir.

x, y, z pozitif gercel sayilar olsun.

1 1 1 1/1 1 1
5 +— + <l —=—+t—+—=
i+ yz y*+zx 44y T 2\Yy Yz 2T
esitsizliginin saglandigini gosteriniz.

Coziim: a ve b gercel sayilar icin (a—b)? > 0 olur. Buradan a?+b% > 2ab oldugunu
goririz. Bu durumda her z, y pozitif gergel sayisi icin z 4+ y > 2,/xy olur.
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44.

45.

Bu gkarim yardimiyla 22 + yz > 2/22yz esitsizligini elde eder ve dolayisiyla

1 < 1 RVAE
22 +yz ~ 2o /yz  2xyz

oldugunu goriiriz.

Bu durumda;
1 1 1 Yz \zx /T 1
5 +— + = < Y + + Y
Tt +yz y*+zx z¢+zxy 2xyz  2xyz 2xyz  2xyz
olur.

(Vi 4V + /)

Tekrar yukaridaki ¢ikarimi kullanarak /yz + v zz + /zy < Y ; i + i —12— rLz ;— Y _

x + y + 2z oldugunu goriiriiz.

Dol | 1 n 1 + 1 < 1 (x+y+2) 1 /1 n 1 n 1
olayisiyla T == —+—+—

vyt e yz Yy 4z 224wy T 2zyz Y 2 \zy  yz 2@
olur. Esitlik z = y = 2z durumunda saglanir.

agp, a1, as, ... dizisi, m > n olmak lizere negatif olmayan tiim m ve n tam sayilar igin
Uman + Gmp —m+n—1= %(agm + agy,) esitligini saglamaktadir.

a1 = 3 ise agppg i bulunuz.

Coziim:

m = 0 = n almarak 2q9 — 1 = %2&0 ve buradan da ag = 1 oldugu goruliir.

n = 0 kabul ederek ag,, = 4a, — 2m — 3 iliskisi elde edilir. Burada m = 1 igin
as =7 ve m = 2 igin ag = 21 bulunur. m = 2 ve n = 1 igin de ag = 13 olur. Bu
bilgilerden yararlanarak a, = n? +n + 1 oldugunu tiimevarim yontemini kullanarak

ispatlayacagiz.

e ag =1 ve a; = 3 oldugunu elde ettik.

e Onermemizin tiim k& < m ler i¢in dogru oldugunu varsayalim.

Yukarida buldugumuz ag,, = 4a,, — 2m — 3 iliskisini kullanarak as,, = (2m)? +

2m + 1 oldugunu buluruz.
e Burada 2m gordiigiimiiz yere m + 1 yazarsak a1 = (m +1)2 +(m +1) + 1
buluruz.

Sonug olarak asgos = (2007 + 1)2 + (2007 + 1) + 1 = (2008)? + 2009 olur.

4g* — 1223 — 72? + 220 + 14 = 0 denkleminin dért gercel kokii ve bunlardan iki

tanesinin toplami 1 olduguna gore denklemin biittin koklerini bulunuz.

Coziim: Kokler x1, xa, x3, 4 ve £1 + 22 = 1 olsun. Bu durumda kokler toplami

12
1= 3 olmasi gerektigi icin x3 + x4 = 2 olur.

4ot —120% — 70?4+ 222 + 14 = 4(x — 31 (z — 29) (@ — 23) (T — 24)
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denklemin her iki tarafinda z’in kuvvetlerinin katsayilari esit olacagindan

T1+rot+axst+axgs = 3
7
1T + X123 + 124 + T2x3 + ToXy + X324 = _Z
11
T1T2T3 + T1X2X4 + 1T304 + T2T3T4 = Y
7
T1X2T3%x4 = 5

denklemleri elde edilir. Buradan,

7

(1’1 + l’g)(xg + a:4) + 2129 + 324 = —1
11
(331 + xg)x3x4 -+ (13 + x4)x1x2 = —?

Burada da x1 + 22 = 1 ve z3 + x4 = 2 degerlerini yerlerine yazdigimizda,

15
T1xo + T3xy = 1
11
2.%11‘24-:631'4 = —?

denklem sistemini elde ederiz ki buradan ¢oztimlerin

7
T1x9 = —5 ve x3x4 = —2

7
oldugu goriliir. Bu durumda z1 + 2o = 1 ve z1x9 = —3 oldugu icin x1 ve x9'nin
7 1
22 —x — = = 0 denkleminin ¢oziimleri oldugu yani T2 = 5 + v/2 oldugu acikca
gorilmektedir.
Aym sekilde z3 + x4 = 2 ve x3x4 = —2 oldugu icin 234 =1+ V3 olur.

Bu kokler soruda verilen denklemi de saglarlar. Dolayisiyla verilen denklemin kokleri;
1 1
5+\/§, 5—\/5, 1+ 3 ve 1 —/3tiir.

46. p(x) = 23 — 2007z + 2002 polinomunun kokleri r, s ve ¢ olsun. Bu durumda

T—1+S—1+t—1
r+1 s4+1 t+4+1

degerini bulunuz.

Birinci Coziim: Istenen toplama S dersek,

1 n 1 n 1
r+1 s4+1 t+1
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olmak fizere S = 3 — 2R olur. Ayrica
q(z) = p(z — 1) = 2* — 327 — 2004z + 4008

polinomunun koklerinin r + 1, s + 1, ¢ + 1 oldugu agiktir. Bu durumda, bir f(z) =
n
Z ¢;z* polinomunun koklerinin ¢arpmaya gore terslerinin toplami —cg /c1 oldugundan,

1=0
R = —(—2004)/4008 = 1/2, dolayisiyla da S = 3 — 1 = 2 olarak bulunur.
r—1 s—-1 t—-1

e e o _ 1 1 1
Ikinci Coziim: S = ve R= -9 + 7 + 577 olsun.

r+1 +1
R s+t +D)+@r+D)E+1)+(r+1)(s+1)  stt+rt+rs+2(r+s+t)+3

(r+1)(s+1)(t+1) st+rt+rs+s+r+t+rst+1
dir. 74+s+t =0, rs+st+rt=—-2007, rst =—2002 oldugundan (Vieta Teoremi),

—2004 1
= —4888 =3 olur. Buna gore S =3 — 2R = 2 dir.

47.
v+ 4P — 11y? + 4oy — 8y + 822 — 4024+ 52 =0
denkleminin gercel koklerini bulunuz.

Coziim: Verilen denklemi
4 2 2 2 2 2 _
Yy + 4y +y° —12y° + 4oy — 8y + 42” + 42 — 24x — 162+ 364+ 16 =0
sekline getirip iki tam kare toplami halinde yazalim.

= yt+ 4t 4+ 40% — 1207 — 242 + 36 4+ 42 4+ day + 2 — 162 — 8y + 16 =0
= (+22-6)°+(2r+y—4)°>=0

Iki kare toplaminin sifira egit olabilmesi icin her iki karenin de ayr1 ayr sifira esit
olmas1 gerekir. O halde bu denklemin koklerinin y? + 22z —6=0ve 22 +y —4 =0

denklemlerini saglamasi gerekir. Buradan kokler

2r4+y—4=0 = 20=4-y
= V¥ +2r-6=92+4-y—-6=0
= y=2,y=-—1
y=2=x=1

)
Y z B

olarak bulunur. Yani denklemin kékleri (1,2) ve (3, —1) dir.

3
>
ab+bc+ca ~a+b+c
138

48. Tim a, b, c > 0 gercel sayilari icin 1+

esitsizliginin dogrulugunu



ispatlayiniz.

Coziim: (a —b)* 4 (b—c)* + (¢ —a)? > 0 oldugundan a® +b* + ¢* > ab+be + ca ve
(a+b+c)? = a®+ >+ +2(ab+bc+ca) > 3(ab+be+ca) olur. 1+

0 \ : ab+botea”
1+ ———ve(l-——)*>0, 1 > ldugund
+(a—|—b+c)2 ve ( a+b+c) 2 Y, +(a+b+c)2_a+b+co ugundan

3 6

1 > lur.
+ab—i—bc—i—ca - a—i—b—l—cour

49. f(x) = 2?4+ (m + 3)z + m + 2 fonksiyonunun agagidaki kosullar1 saglamasi icin m

parametresinin alabilecegi biitiin gercel degerleri bulunuz.

(a) Her z € (—1,3) igin f(z) <0,

(b) f fonksiyonun koklerinin terslerinin toplami % ten daha kiiciik olmali.

Coziim:
Birinci ¢oziim: f ikinci dereceden ve pozitif bagkatsayili bir denklem oldugu igin
birinci kogul f(—1) < 0 ve f(3) < 0 koguluna denktir. Yeni kogulu esitsizlik sistemi
olarak yazarsak:

1-m—-3+m+2<0,

9+3m+9+m+2<0.

Birinci denklem her zaman dogrudur (0 < 0). Tkinci denklemden m < —5 bulunur.
Ikinci kogulu gézontine aldigimizda, z; ve xo f fonksiyonun kokleri olmak tizere,
?11 + % < % diir. Vieta formiiliine gére kokler toplami —m — 3 ve kokler carpimi
m + 2 dir. Bu durumda

Yani yam +2 < 0 ve —(4m + 11) > 0 olmali yadam+2 >0 ve —(4dm +11) <0

olmali.

e m+2>0ve —(4m—&—11)<0isem>—2vem<—%1 olur. Ayrica m < —5

idi. Bu ti¢ kiimenin kesisimi bog oldugu icin bu kosullarda ¢6ziim yoktur.
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50.

em+2<0ve—(4m+11) > 0ise m < —2 ve m < —1L olur. Ayricam < —5

idi. Ug kosulu birden saglayan ¢oziim araligi (—oco,5) dir.

ikinci ¢oziim: Ilk coziimde m < —5 bulunmustu. Iki kokten z; kiiciik olan kok ve
x9 bilyiik olan kok olmak tizere, her x € (1,3) iken f(z) < 0 oldugu igin 27 < —1 ve
x9 > 3 diir. Yani, ?11 <0 ve é < % diir. Ikinci kogulu test edersek,

buluruz. Dolayisiyla m € (—oo, —5| dir.

1 1 1
— 4+ — 4+ — =1 kosulunu saglayan a, b, ¢ pozitif gercel sayilar: igin
c

b
(@a—1)(b—1)(c—1) > 8

esitsizligini ispatlayiniz.
Coziim:

Birinci ¢oziim: Verilen a—i—g—i—% = 1 egitliginin her iki tarafini abc ile garptigimizda
ab + be + ca = abc
esitligini elde ederiz.
(a—1)(b—1)(c—1) =abc— (ab+bc+ca)+a+b+c—1
Bu egitlikte abe yerine esitlik verilen denklemi kullanarak

(a—1)b—1)(c—1)=a+b+c—1

yazabiliriz. Ayrica, Aritmetik-Geometrik Ortalama egitsizliginden;

a—l—b—l—cZ : ii) =3
3 atste

ve buradan da (a — 1)(b—1)(c—1)=a+b+c—1 > 8 olur.

. 11 1 —1
ikinci géziim: - + - = 1- - = 77 oldugundan, (a — 1)(b — 1)(c — 1) =

c a a
a (1 + 1) b (1 + 1> c (1 + 1> = (atb)b+o)eta) olur. Aritmetik-Geometrik

b ¢ c a a b abc
Ortalama esitsizliginden a + b > 2Vab, b+ ¢ > 2Vbe, ¢+ a > 2v/ca ve buradan da

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe, (a—1)(b—1)c—1)= F b)(bazcc)(” 9 > § olur,
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o1.

52.

a, b, ¢ sifirdan biiytlik gercel sayilardir.

oldugunu gosteriniz.

Coziim: a ve b sifirdan biiyiik olduklar: icin

(a—b)2a+b) > 0
(a® —2ab+b*)(a+b) > 0
a®—2d%b+ab® +ad%b—2a> +0> > 0
ad—ad?b—ab’ +0® > 0
a’ — a?b — ab® 4+ b*

b2 = 0

ad  a?
a3 a2

3 b2
Benzer sekilde - > —+b—cve g—z > % + ¢ — a bulunur. Bulunan bu iig esitsizlik
c c

taraf tarafa toplandiginda

3 b3 03 CL2 b2 C2 a2 b2 c2
t+5+52—+a-b+—+b-—c+—+c—a=—+—+—
c a b c a b c a

a
b2
elde edilir.

a,b, ¢ ile 2 — z? + 2 = 0 denkleminin kéklerini gosterelim. Bu durumda a? + b% 4 ¢,

a® + b2 + 3 ve a* + b* + ¢*iin degerlerini hesaplaymiz.

Coziim: Oncelikle kokleri oy, a0, -+ ,ap olan n inci dereceden bir polinom icin
koklerinin kuvvetlerinin toplamlar: hakkinda bilgi veren Vieta formiillerini hatirlayalim:
sp=ok +ab + - af olarak tammlanirsa,
aps1+a; = 0
apsz +aisy +2az = 0
aogSs + a1s2 +ags1 +3a3 = 0

olur. Buna gore a® + b*> + c? = (a + b+ ¢)* — 2(ab + ac + be) = 12 — 2(0) = 1'dir.
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93.

o4.

55.

Ote yandan z° = 22 — 2 oldugundan,
BB+ =024+ -2+ -2=a> 4+ +*—6=1-6=—5dir.

4 — 43 — 2z alabiliriz ve buradan

Son olarak z* = 22 — 2 oldugundan =
a0t =a® 20403 20+ —2c =P+ 0P+ —2(a+bte) = —5-2(1) = -7

buluruz.

r+y+z = 3
2+t +22 = 3
By = 3

denklem sisteminin tiim gergel (veya karmasik) ¢oztimlerini bulunuz.

Coziim: z,y, zile p(t) = (t—x)(t—y)(t—2) = 32— (x+y+2)t> +(xy+yz+220)t—ayz
polinomunun koklerini gosterelim. Bu durumda zy + yz + 22 = (z + y + 2)?/2 —
(2 + >+ 2%)/2 = 9/2 — 3/2 = 3 gkar. Ote yandan z* + ¢* + 2% — 3zyz =
(z 4y + 2)(z? +9y* + 22 — 2y — yz — 2zz) denkleminden zyz = 1 bulunur. Sonug
olarak p(t) = t> — 3t> + 3t — 1 = (t — 1)® diir. Yani 2 =y = z = 1 verilen sistemin

tek ¢Ozlimudiir.

2% + az* + 1 = 0 denkleminin dért kokii olmasim ve koklerinin aritmetik dizi
olusturmasimi saglayacak biitiin a gergel sayilarini bulunuz.

Coziim: Denklem t = 2* déniisiimii ile ¢ ye gore ikinci dereceden P+at+1=0
denkleme déniisiir ve bu denklemin kokleri ¢1,%s > 0 ise ilk denklemin kokleri 4 /%,
ve £+v/15 olur. Genelligi bozmadan ¢; < to oldugunu kabul edelim. —Vta < =t <
V/t1 < /to olacagindan, bir aritmetik dizi olugturmalar: icin —v/ta+v/t1 = —2+v/11 ve
to = 81t1 olmalidir. t1f2 = 1 oldugundan 81t% =1, t1 = 9’ ta =9 olur (t1,t2 > 0).

82
—a =1t +1ty = 9 ve buradan da a = Y bulunur.
Her 0 < z < 1 gergel sayisinin, 1 den kii¢lik iki pozitif gercel saymin fark: olarak
yazilabilecegini gosteriniz.
Coziim:

Birinci Coziim: Herhangi bir 0 < x < 1 gergel sayisi i¢in

a-) v € Qise: 9 € R\Q ve zp > 0 olsun. 2 = = + 7% < 1 olacak sekilde n € N*
bulunabilir. 0 < yo < 1 ve y2 € R\Q dir. Eger y; = 72 ise 0 < y1 < 1 ve
y1 € R\Q dir. Agikga, x = yo — y; dir.
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b-) z € R\Qise: v+ < 1 olacak sekilde n € N* 1 gozoniine alalim. Eger y» = o+
ve y1 = o ise y1,y2 € R\Q ve x = yp — y1 dir.

1—x 14z . 1+
5 < — < 1 olacagindan

ikinci Cozim: 0 <z < 1iken 0 <
11—z

= z seklinde yazabiliriz.

56. xyz(z +y + z) = 1 kogulunu saglayan z,y, z pozitif gergel sayilar: igin

a-) \/(:L'Q + y—lg)(y2 +5)(22+ %) = (@ +y)(y + 2)(2 + z) esitliginin saglandigim

12
gosteriniz.

b-) Verilen denklemi saglayan bir (z,y, z) tiglist bulunuz.
Coziim:

a-) zyz(r+y+z)=1den
1 xyz(r+y+z xz(x+y+ 2
x2+?ﬂ:x2+y(yzy ):x2+ ( yy )

Pytazety+z)  wy+z)(@+2)

Y )

bulunur. Benzer sekilde

L ylet+2)(z+y)

e , 1 2zt y)(z+y)

Y

elde edilir. Bulunan {i¢ ifadenin ¢arpimindan

1 1 1
@+ )0+ D)+ g) = @4+ 2z o)
bulunur.

b-) = y = 1 alinwrsa z(z + 2) = 1 denkleminin ¢6ziimiinden kargilik gelen z =

V5 -1
2

degeri bulunur. Basgka bir ¢6ziim ise * = y = 2z alinarak bulunabilir.

1
Bu durumda 3z* = 1 in ¢dziimiinden z = —~= bulunur.

V3

57. a,b,c,x,y,z € R ve x,y, z sifirdan farkh olmak tizere

azd = by® = ¢z

ve



ise ¥/ax? + by? + c22 = ¥a + Vb + /c oldugunu gosteriniz.

Coziim:

Birinci Coziim:

Jax3 b3 3
A= ax? +by? +¢c22 = i/ax_i_y_&_cz
T y z
) 1 1 1
= ‘\S/aac3<+ >
x Yy oz
= Va3
= zva
BuradanA::L’\g’/a:y%:z?’colur.
1 1 1
A= az? +by?+c22 = A-<++>
Ty z
A A A
= 24242
xr Yy oz
= Ya+Vb+ Ve
T1.° . o es 3 3 3 k k k
Ikinci Coziim: ax” = by” = cz” = k dersek a = —, b = —, ¢ = — olur.
x y z
k k k 1 1 1
Va2 +by2 +c22 = {22+ —2+ —22= k(= + =+ =) = Vk olur.
x3 y3 23 Ty oz

| k | k [k 1 1 1
Va+ b+ e = 33+33+33—\3/%<++>—\3/Eveburadanda
x y z xr Yy z

Vaz? + by? + c22 = Ya+ Vb + /¢ bulunur.

58. (23 +3z —4)3 + (202 — 5x +3)3 = (323 — 222 — 1)3 denklemini saglayan tiim z gercel

sayilar1 bulunuz.

Coziim: v = 23 + 3x — 4, v = 222 — 5z + 3 olsun. Denklem u® + v3 = (u + v)?
olarak yazilabilir. Buradan 3uv(u + v) = 0 bulunur. Buradan da u =0 veya v = 0

ya da u + v = 0 gikar.

1 15
u=a34+32-4=0= (- D> +z+4) isea? +z+4= (93+§)2+Z >0
oldugundan x = 1 bulunur.

3
v=222-5r+3=0= (22— 3)(x — 1) isemzlveyam:§bulunur.

—-3tV5
utv=a>+22%-2r—1=0(x—1)(2* + 3z +1) iseazzlveyaazz/olur.
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59.

60.

Sonug olarak verilen denklemlerin gergel kokleri

3  =3-v56 =3+

.’,U1:1,.’L'2:*,x3— 2 y L4 9

\V)

dir.
|z ], ile = gercel sayisin1 agmayan en biiyiik tam sayiy1 gosterelim.

e 5] = 5]+ 1

5 ]

denkleminin tiim koklerini bulunuz.

Céziim: x, verilen denklemi saghyor ise z = %] + [2£] — [£](*) *dwr. Esitligin
sag tarafi tamsay1 oldugu i¢in x de bir tamsayidir. En biiylik payda 6 oldugu igin
r = 6k + ¢ diyelim. Burada ¢, x ’in 6 ile boliimiinden kalan, k£ da bolimdiir. ¢t =
0,1,2,3,4,5 i¢in (*) esitligini kontrol edersek, ¢ = 1 disinda biitiin ¢ degerleri igin
esitligin saglanmakta oldugu kolayca goriilebilir. O halde 6 ile boliindiigiinde 1 kalani

vermeyen biitlin x sayilar1 verilen denklemi saglamaktadir.

Np =1{0,1,2,...} olmak tizere,
f : Ng — Ny fonksiyonu her m,n € Ny igin

o f(n+1)> f(n)
o f(n+f(m) = f(n) +m+1

ozelliklerini saglayan bir fonksiyondur. Buna gére f(2001) ’in alabilecegi tiim degerlerini

bulunuz.

Coziim: k£ negatif olmayan bir tamsay1 olmak tizere f(0) = k olsun. Verilen ik-

inci koguldan

fln+7(0) = f(n)+0+1
fln+k) = fln)+1 ()

k=0ise f(n) = f(n)+ 1 olur ki bu da imkansizdir. O halde k # 0.

fn+k=1) < f(n+k) = f(n)+1 (**) 'dir. Ancak eger k > 1 olursan+k—1>n+1
olur. Ilk kosuldan f(n+k—1) > f(n+1) > f(n)+1 (***) elde edilir. Fakat (**) ve
(***) celistigi igin k = 1 olmahdur.

k =1, (*) denkleminde yerine yazilirsa f(n+1) = f(n) + 1 elde edilir ki buradan da
£(2001) = 2002 olur. k& 'min tek degeri 1 oldugu igin verilen kosullar: saglayan tek f
fonksiyonu vardir. Dolayisiyla f(2001) nin olas: tek degeri 2002 ’dir.
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61.

62.

3

Eger «, 3, sayilar1 z° — x — 1 denkleminin kokleri ise,

l—a 1-0 1-—v
l+a 148 147

ifadesinin degerini hesaplayiniz.

Coziim:

Birinci Coziim: Verilen ifade

2< 1 n 1 n 1>
l+a 1408 147y

seklinde yazilabilir. P(z) = 23

— x — V'in kokleri «, 3, olduguna goére P(z — 1) =
23 — 322 + 22 — U'in kékleri o+ 1, B+ 1,y + I'dir. 23 + cox® + c1 + o seklindeki bir
polinomun kéklerinin ¢arpmaya gore terslerinin toplami —c¢; /¢p oldugundan, verilen

ifade 2(2)-3=1 olarak hesaplanir.

PR 1 1 1 l—a 1-p8 1—7v
Ikinci Cozum: + + = S dersek + + =25-3
| ¢ l14a 148 1479 l+a 148 1479
olur.
3+2 3+2-0-1
_ +2(a+ B +7)+af+ 0y +ya _ 3+  9ve95_3 = 2.9-3 —
l+a+pB+y+aB+py+yatapfy 1+0-1+1
1 bulunur.

f:10,1] — R fonksiyonu

(i) f(1)=1,
(i) f(x) =0
(ili) eger x,y, ve x + y hepsi [0, 1] arahginda ise f(z +y) > f(z) + f(y)

sartlarim saglamaktadir. Her x € [0, 1] i¢in f(z) < 2z oldugunu gosteriniz.

. 1 1

Coziim: Oncelikle Tiimevarim yontemi ile her £ > 0 tam sayis: i¢in f (27:) < ok

oldugunu gosterelim. Her z € [0,1] i¢in 2f(z) < f(2z) ve f(1) = 1 oldugundan
1 1

. 1 1 1
f(27) < gy lse 2f(ﬁ) < f(27) < 5y Ve buradan da f(ﬁ) < o

Boylece Tiimevarim biter. Her z € (0,1) igin

olur.

T <z < om sartini saglayan

1 1
bir m pozitif tam sayis1 bulunabilir. Bu durumda f(2—m) > f(x) + f(2fm —x) ve

f(QLm —z) > 0 oldugundan f(im) > f(x) olur. Buradan f(x) < f(QLm) < 2% <2z
bulunur. Boylece her x € (0,1) i¢in f(x) < 2z oldugunu gostermis olduk. f(1) =
1 < 2ve f(0) > 2f(0) > 0 oldugundan f(0) = 0 olur. Sonug olarak f(z) < 2x
esitsizligi tiim « € [0, 1] igin gegerlidir.
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63. n bir pozitif tam say1 ve x1,x2, -+ ,x, birer tamsay1 olmak lizere
2 2 2 3 2
i+t Fan+nt < 2n—1)(z1+z2+ - +x,) + 0

oldugu biliniyor.Buna gore

a-) x1,x2, -, %, den higbirinin negatif olamayacagini gosteriniz.

b-) z1 + 2+ -+ + 2, + n + U'in bir tam kare olamayacagin gosteriniz.
Coziim:
a-) Verilen esitsizligin

(21— m)(@1 = n+1) + (22— n)(@s = n+1) + -+ (20 = n)(wn —n+1) <0

esitsizligine denk oldugu hemen gorilebilir. Ardigik iki tam saymin ¢arpimi

negatif olamayacag i¢in
(1 —n)(@z1—n+1)=(@2—n)(ra—n+1) == (zp—n)(zn —n+1) =0

olmas1 gerekir. Buna gore x € {n — 1,n}Vk c¢ikar.
b-)
n(n—1) <z + 9+ + 1z, <0

oldugundan
n?<l+4n’<l+n+z+z2+ - +2, <1l+n+n®<(n+1)?

dir. Buradan 14+ n 4+ x1 + 22 + -+ - + z,,’in bir tam kare olamayacag1 anlagilir.

64. Eger {a1,a2,as,b1,bs,b3,c1,c2,c3} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimeleri ayn: ise (ele-

manlar farkli sirada yazilmig olabilir)
S=a1-ay-a3+by-by-bg+ci-co-cy

sayisinin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.

Ozum: a = aj -ag-az, b =by -by-bg, ¢ = cq-cy - c3 olarak tanumlanan a, b, c’ye
) M M ) y
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65.

66.

Aritmetik-Geometrik Ortalama esitsizligini uygularsak

b
%Z%:\ryl.z.....gz\?’/%%%

cikar. /362880 > 71 oldugundan S = a + b+ ¢ > 3 - 71 = 213 bulunur. a,b, c'nin
birer tamsay1 oldugu goéz oniine alimirsa S = a + b + ¢ > 214 olmalhdir. S =

1-8:944-3-6+2-5-7 0rnegi 214’iin miimkiin oldugunu gosterir.

n bir dogal say1, f(n) de [n?,2n?] kapali araligindaki tam karelerin sayist olsun. f

nin azalmayan ve orten fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Coziim: p, [n? 2n?] arahigindaki karelerin (n?, (n + 1)%,...,(n + p — 1)?) sayisi
olsun. Bu durumda (n 4 p —1)2 < 2n? < (n + p)? esitsizligi gecerlidir, ve f(n) =
p = |n(v/2 — 1) + 1] elde edilir. Bu ifadeden f fonksiyonunun azalmadig1 goriiliir.
Fonksiyonun érten oldugunu gostermek icin ¢ € Ng = {0,1,2,---} alahm. f(n)=gq

g=[n(vV2-1)+1] & (-1)(V2-1)<n<q(V2-1)
onermesi ile aynidir.
qV2-1)—(¢g-1)(V2-1)=v2+1>2

esitsizligi, n € N sayisinin varhigini garantiler.

n bir tam say1 olmak iizere,

FQ)+f2)+- -+ f(n) =n*f(n)

kosulunu saglayan, dogal sayilardan gercel sayilara tamimlh bir f fonksiyonu olsun.
Eger f(1) = 1002 ise f(2004) i bulunuz.

Cozim:

n > 2 igin

FO+f@) +-+ f(n) = n*f(n),
FO+f@)+ -+ fn-1) = (n—-1)>%f(n—1)
oldugu acgiktir. Taraf tarafa ¢ikarma yaptigimizda

n—1
n+1

F(n) = n2f(n) — (n—1)f(n — 1) = < ) Fn—1)
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elde ederiz. Buradan

n—1 n—1 n—2 2f(1
sy = (25 ) fn= =2 P2 gy == 2
oldugunu goriiriiz. f(1) = 1002 i¢in f(2004) = 201W buluruz.
. n pozitif tam say1 ve x1,xo, ..., z, negatif olmayan gercel sayilar olmak iizere
Tt aitaid 2" = n
T+ 270 + 323+ +nx, = n(n;—l)
denklem sistemini saglayan x1, xo, ..., x, sayilarimi bulunuz.
Coziim: Esitlikler birbirinden ¢ikarilarak
0 = z14+25+a3+--+a"—n— (m1+2x2+3x3+---+n$n—W)

= (@3 —2m+2—1)+ (25 —3z3+3 -1+ + (@ —na, +n—1)
elde edilir. Burada A.O. > G.O. esitsizligi kullanilarak

P hm—1=a" 4 1414+ 1+ -+ 1> m(z™)™ =ma

(m—1)— adet

bulunur ve esitlik ancak ve ancak £ = 1 durumunda miimkiindiir.

Dolayisiyla, parantez icerisindeki ifadeler negatif olmayan degerler alacagindan, her
birinin ayr1 ayr1 0 olmas1 gerekir. Buradan z9 = 23 = -+ = x, = 1 ve birinci

denklem de kullanilarak xz1 = 1 bulunur.

x4 y + 22 = 25 denklemini saglayan x,y ve z pozitif gercel sayilari icin
A=—= —|— vz —|— — nin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.
z x Yy

Coziim: Cauchy-Schwarz egitsizligi kullanilarak,
A= (P P+ P2 P+ )
_ (LYo Yz 2 2T 9

= (2 L+ () 50

Y. 2T Yz, Ty 2x. Yz

> (D (E) + (E)ED) + (5)(E) 450

> (D + BN+ E)E) +

= (2% + 4> + 2%) + 50 = 25 4+ 50 = 75 bulunur.

Buradan, A2 > 75 ve A > 0 oldugundan, A > v/75 = 5v/3 bulunur.
Yy _ Y=

2T
= — egitligi sadece ve sadece x = y = z oldugunda saglanir. Bu durumda
z x Y

5v3
2?4+ 1% + 22 =25 oldugundan, z =y = z = \3f bulunur.
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69.

70.

Sonug olarak, yukarida verilen A ifadesinin en kiiciik degeri 5v/3 tiir ve bu degere

r=y=z= icin ulasilir.

oyt 2 b ayz(o 4y +2) > M(xy +yz + 2x)? esitsizliginin tiim x, y ve z pozitif
gercel sayilar: icin dogru olmasimi saglayacak en biliylik M pozitif gercel sayisini

bulunuz.

Coziim: Esitsizlik 2 = y = 2 icin 62* > M9z? haline déniisiir.

Buradan, M < % bulunur. Denklemde M yerine % koyarsak,
eyt 2 eyt y +2) > 2oy + yz + 2w)?

buradan 3(z* + y* + 24) + 3zyz(x + y + 2) > (vy + yz + 271)?

elde ederiz. Boylece 2t 4+ y* + 2* > 22y? + 3?22 + 2222 oldugundan

3(x2y? + y22? + 222%) + 3wyz(z + y + 2) > 2(2?y? + y?2? + 2222) +dayz(x +y + 2)
esitsizligin saglandigim ispatlamamiz M 'nin % degerini alabilecegini gostermek icin
yeterli olacaktir;

22y? 4222 + 222? —xyz(z+y+2) >0

(zy)? + (y2)* + (22)? — (y2)(yz) — (y2)(22) — (22)(2y) >0

U(ay — yo)? + (y2 — 02)? + (20 — 2)?] = 0

Tiim x, y ve z gercel sayilari icin, (xy—yx)?, (yz —x2)?

ve (zx —xy)? ifadeleri negatif
olmayacagindan yukaridaki esitsizlik her zaman dogrudur. Dolayisiyla soruda verilen
esitsizligi saglayan tiim gercgel x, y ve z sayilari icin saglanmasi ancak M yerine en

fazla % yazildiginda mimkindiir.
Toplamlar: 1 olan tiim a, b ve ¢ pozitif gercel sayilari icin
2 2 2

c 2 2 2
?+?+223(a +b +C)

esitsizligini ispatlayiniz.

Céziim: a +b+c = (a+ b+ c)? = 1 oldugu igin ispatlanmas istenilen esitsizligi

asagidaki gibi yazabiliriz:

a*> 0 2 2 2 2
?+z+g—(a+b+c)23(a +b0°+c)—(a+b+c)

veya
a? v? c?
(?f2a+b)+(—72b+c)+(—720+a)Z(afb)2+(bfc)2+(cfa)2
c a

buradan da

(a—bb)2 n (b—cc)2 n (c—aa)2
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71.

72.

elde edilir. a,b,c < 1 oldugu icin esitsizligin saglandig1 acikca goriillmektedir.

x bir gercel say1 ve T ’de x ’in tamsay1 kismi olsun.
322 —F =3

esitligini saglayan x gercel sayilarini bulunuz.
Coziim: 7 esitligi saglayan bir gercel say1 olsun. Bu durumda 3r® — 7 = 3 ve
7 <7 <T+ 1 oldugundan

Br* —7)—1=2<33 —r<3r—7=3

esitsizligi elde edilir.

f(x) = 323 — x fonksiyonunun kékleri 0 ve :t? tir ve f(z), x > @ i¢in, sifirdan

3 2
biiyiik degerler alir. z < \3[ ise (32 +1)%*(3x —2) <0 = f(z) =32 -2 < g < 2
dir.

O halde g < r < 2olmalhdir. Yanir=0yadar=1dir. r=0iser=1,r=1
ise r = {’/g olur. Ancak sadece r = f/g verilen egiligi sagladigi i¢in ¢6ziim kiimesi

{3 %} tr.

a,b, c gercel sayilar, f(z) = az* + bax® + cz? olmak iizere

fla(@+1)) = flz(z = 1)) =27
dir. p(n), n ye bagh bir fonksiyon ve

n?(n +1)?p(n)

17197 1 ... 7=
+2°+--+n 2

ise p(n)="7

Coziim: f(x(r + 1)) — f(x(z — 1)) = 8ax” + 8ax® + 6bx® + 2b% + 4ca® = 27 dir.

Buradan
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bulunur. Yani f(z) = f2* — $2% 4+ $2? olur. Ayrica

F203) - f(2(1)) = 27

f(n=1)m) = f((n=1)(n-2) = (n-1)
fa(n+1)) = f(n(n—=1)) = a'

egitlikleri taraf tarafa toplandiginda

f(n+1) = f(1(0)) = 1"+ 17+ +4nT
Fm2+n)—f0) = 17+27 4. +n7
2 2
é(n4(”+1)4—én3(n+1)3 " n?(n+1)? = TW
n2(n + 1)2 4 3 9 B nZ(n 4 1)2p(n)
T(iin +6n° —n°—4n+2) = —

3nt+6n —n?—4n+2 = pn)

73. Biitiin a, b, ¢ pozitif gergel sayilari igin

a2—bc+b2—ca+02—ab<
202 +bc 202 +ca  2c2+ab —

oldugunu gosteriniz.

2a2 + be — 3be

Coziim: Soruda verilen egitsizlik Z < 0 seklinde ifade edilebilir.

2ab2 + be
Buradan 3 — 3 Z %7 © b < 0 yani Z 2(127ibc > 1 esitsizligi elde edilir.
2 2b* 2
Bilindigi gibi z = i,y =—,z= i igin
be ca ab
1 1 1 3
>

1+w+1+y+1+z_ 1+ ¥zyz

esitsizligi dogrudur.

Sonug olarak Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak istenen

Z be Z b2c? - (>-be) _1q
2a2 + bc 2a2bc + b2c2 = 2abc(a+b+c) + > b2z

esitsizligini elde ederiz.
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74.

75.

Asagida verilen egitliklerin ortak gercel ¢oziimlerinin hepsini bulunuz:

472
14 422
49
1+ 4y?
422
1+ 422

Coziim: f(z) = 42%/(1 + 42?) seklinde tammlayalim. f in degeri [0,1) arahgimda
oldugundan x, y, z bu aralikta olmali. Eger x,y, z den herhangi biri sifir ise hepsi bir-
den sifir olur, o yiizden hig birinin sifir olmadigini varsayalim. x,y, z > 0 oldugundan
f(z)/z = 42/(1 +42?%) en ¢ok 1 dir, x = 1/2 degeri icin de 1’e esittir. O yiizden y <
x < z < y dir ve buradan {igli birbirine egit olmak durumundadir, x =y = 2z = 1/2.
Yani ¢oztimler (z,y, z) = {(0,0,0),(1/2,1/2,1/2)} olur.

al’
a bir pozitif gergel say1 olmak iizere f(r) = ————= olsun. Bu durumda

a® + va

1 2 2000
S=f<2001>+f<2001>++f(2001>

degerini bulunuz.

Coziim: Verilen toplamdaki terimleri agagidaki gibi gruplayalim.

1 2000 1000 1001
5 = P(mm>+f(mmﬂ*““*V(mm>+f<mmf

1 1 1000 1000
- P(mm)*f@‘mm)Y““+P(mm)*f@‘mmﬂ

Burada

T alf:v

a
1—2) =
fo+ra-n = e
a+ax\/5+a+a1_x\/§_1
a+a*\/a+a~*Ja+a

oldugundan, S = 1000 elde edilir.

76. Toplamlari 6, karelerinin toplami 8, kiiplerinin toplami ise 5 olan {i¢ sayinin dordiincii

kuvvetlerinin toplami nedir?
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Coziim: Bu sayilara a, b, ¢ sayilari diyelim. Bu durumda

a+b+c=6
a2+ +2 =8
a4+ b +c*=5
elde edilir. Oncelikle a, b ve ¢ sayilarin kok olarak kabul eden, iigiincii dereceden ve

en yiiksek dereceli teriminin katsayisi 1 olan polinomu Vieta formiiliini kullanarak

bulalim. Polinomu 2* — Az? + Bz — C seklinde diisiiniirsek,

A = a+b+e
B = ab+bc+ ca
C = abc

elde ederiz ki bu durumda, B = ab+bc+ca = [(a+b+c)? —(a?+b?+c?)] = 14 olur.
Yani bu polinom 3 — 622 4 14z — C olarak yazilabilir. Simdi a, b, ¢ bu polinomun

kokleri olduguna gore,

a®—6a+14a—-C = 0
-6 +14b—C = 0
S—62+14b—C = 0

elde edilir. Bu denklemlerin hepsini taraf tarafa toplarsak,
(@ +03+)—6(a>+ 0+ +14(a+b+¢)—3C =0

1
buluruz. Buradan da C = 3 ve polinom da z° — 622 + 142 — — olarak bulunur.

41
Simdi bu polinomu z ile carparsak z* — 623 4 1422 — — 2 polinomunu elde ederiz ki

a, b ve ¢, elde ettigimiz bu polinomun da kokleri olacagindan,

41
a* —6a® +14a®> — —a = 0

3
41

b4—6b3+14b2—§b = 0
41

c4—603+14b2—§c = 0

denklemlerini buluruz. Bu denklemleri taraf tarafa toplayarak ise,

41
(a4+b4+c4)—6(a3+b3+03)+14(a2+b2+c2)—g(a—i-b—i-c):O
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41
bulunur ki buradan da a* +b* +¢* =6 x5 — 14 x 8 + 3 x 6 = 0 olarak bulunur.

Dolayisiyla soruda degisik ozellikleri verilen bu ii¢ sayimin dordiincii kuvvetlerinin

toplami sifirdir.

77. Hangi n porzitif tam sayilar igin

1 2 n a1 t+ag+---+ap
—+— 4+ —=
ap a2 an 2
esitligi saglanacak seklide birbirinden farkli aq,as,. . . ,a, tam sayilarini bulunabilecegini
belirleyiniz.
Coziim:
1 2 n ar+az+---+an
—+— 4+ —=
ap a2 an 2
Genellik bozulmadan a1 < a2 < ... < a, kabul edebiliriz. a; > 0 ve a; < a;4+1

1 1
oldugundan k < ap ve — < z olur. Dolayisiyla verilen denklemde aj yerine k
a

yazarsak denklemin sol tarafinin degeri artar. Yeniden diizenlenme esitsizliginden !

1
sol tarafin alabilecegi en biiyiik deger — + 1 4+ 4 % dir. Diger taraftan, den-
n n-—
14+24... 1
klemin sag tarafi da + +2 tn_ n(n4+ ) "dan biiyiik veya egittir. Buradan;
1 2 n “n—k+1 "1
- e = = B 1 -
n * n—1 ot 1 k (n+1) k "
k=1 k=1
1
= 1 1 -
+(n+1)) -
k=2
n+1 1
= (n+1) —
k=2 k
n > 6 icin tiimevarimla
n n+1 1
> hl
1225
k=2

oldugunu goriiliir. Bu da verilen denklemin saglanmadigini gosterir. Gergekten de

n =7 igin . L1 )
-=1h>-+-4+--+-=171
4 —2 3 8
gy Ko < < xnyy1 S yp < - <y ve To(1)s T (2)s - - > To(n) dizisi z1,22,..., 2, dizisinin bir

permiitasyonu olmak kogulu ile

Ty +@2Y2 + - F TnYn 2 To)Y1 T To@)¥Y2 + 0 F Tom)Yn = Tyt + Tno1y2 + -+ T1Yn
dir.
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78.

1
dir. n > 7 igin (*) saglaniyorsa, 1 > oldugundan n + 1 igin de saglanir.
n
Geriye n = 2,3,4,5,6 durumlar1 kaliyor. n = 2 nin denklemi saglamadig1
agiktir. n = 3 igin a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3 sayilar1 (1) i saglar. n =4 ise
2 3 4 )

1
a1+a2—{—a3—|—a4:2(f—|—f—i———|——

1 2 3 4
32(—+7+7+7)<13
al as as a4 4

3 2 1

Buradan a; 4+ az + as + a4 < 12 olur. Bu kosulu saglayan

{a17a27a37a4}:{17 27 37 4}7

{1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4, 5} ve {1, 2, 3, 6} degerleri (1) i saglamazlar. Bu durumda
n # 4.

n = 5 durumunda ise

1 2 3 4 4 1 2 3 4 5
a1 +az+az+as+as 22(*+*+*+*+* ) < 2<*+*—|—*—|—*+*> =174
a1 a2 az a4 G5 5 4 3 2 1
yani, a; + as + as + a4 + a5 < 17 olur. Buradan elde edilen {a1, as, as, a4, a5}={1, 2,
3,4, 5}, {1,2,3,4, 6}, {1,2,3,4, 7} ve {1, 2, 3, 5, 6} degerleri (1) i saglamaz. Bu
durumda n # 5.
Son olarak n = 6 durumunda a1 + a2+ - - -+ ag < 22 kogulunu saglayan olasi degerler
{1,2,3,4,5,6} ve {1, 2, 3, 4, 5, 7} de (1) i saglamadig1 igin n # 6.

Dolayisiyla denklemi sadece n = 3 saglar.

[%, 1] arahgindaki a, b ve ¢ gercel sayilar icin asagidaki esitsizligin dogrulugunu

ispatlayiniz.

<a+b+b+c a+c<3

2
“14¢ 14a 1+4b—

Coziim: Oncelikle soldaki esitsizligi ispathyalm. a,b > % oldugundan, a +b > 1

olur. Dolayisiyla,
a+b> a+b

1+c  a+b+c
elde edilir ki bu diger ikililer i¢in de gegerlidir. Bu {i¢ esitsizligi toplarsak,

(a+b)+ (b+c)+(a+c) < a+b b+c a+c

2 =
a+b+ec *1+c+1+a+1+b

buluruz.

Simdi de diger esitsizligi ispatlayalim. Soruda verilen ifadeyi agagidaki sekilde yazalim.

a N c n b n c n a n b

1+¢ 1+4a 1+¢ 140 146 1+a

a a c c
< ve <
1+c a—+c 14+a c+a

Burada ilk ifadeye bakarsak, a,c < 1 oldugundan,
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79.

80.

elde edilir. Bu iki esitsizligi toplarsak,

a c a c
+ < +
l14+4¢c 1+4a a+c cHa

elde ederiz ki bunu diger iki ifadeye de uygulayip hepsini toplarsak istenilen esitsizligi

elde etmis oluruz.

Tim a, b, c pozitif rasyonel sayilar: igin

a b c¢\?_ 3 a+b b+4+c cHa
—t-+-] >=- + +
b ¢ a 2 c a b

oldugunu gosteriniz.

Coziim: § =z, % =y, ¢ = z olsun. Bu durumda zyz = 1 olur. Esitsizlik su sekilde

yazilabilir: x2+y2+22+2my+2yz+22x2%(m—i—y—i—z—i—%—i—%%—%) s+’ +
2r2(l+i+ )2 (oryteritlel) o2+ )+l

3(x 4+ y + z). Aritmetik ortalama - geometrik ortalama esitsizliginden,

1 1 1
20+~ =a? + 2?4+ = >3¢/22 22 — =32
T T x

elde edilir. Aym egitsizlik y ve z icin de yazilip taraf tarafa toplanirsa istenen sonug
elde edilir.

Dogal sayilar kiimesinde taniml bir f fonksiyonu icin agagidaki kosullar veriliyor:

(a) f siirekli artan bir fonksiyondur.
(b) f(m-n) = f(m)- f(n), Vim,n € N.

(¢) m#mnvem™=n"ise f(m)=mn yada f(n) =m olur.

Bu durumda f(30)’un degerini hesaplaymiz.
Coziim: f(30) = f(2-3-5) = f(2)-f(3)-f(5) oldugu i¢in f(2), f(3) ve f(5) degerlerini

bulmamiz gerekir.

m

m # n ise, m"™ = n™ egitligini sadece (2,4) dogal say1 ¢ifti saglar. Bu yiizden
(c¢) kogulundan f(2) = 4 ya da f(4) = 2 olacaktir. Ancak (b) kosulu gbz 6niine
alindiginda f(4) = 2 olamaz. f(4) = f(2-2) = f(2) - f(2) = f(2)? = 2 olur. /2 bir
dogal say1 olmadig i¢in f(4) # 2. O halde f(2) = 4 ’tir.
(a) kogulundan 4 = f(2) < f(3) < f(4) = f(2)- f(2) = 16 ’dir. Bu durumda
4 < f(3) < 16 olur.

Oncelikle 5 < f(3) < 8 araligma bakalim. Buradan f(9) = f(3-3) = £(3)- f(3) < 64
bulunur. Ancak f(8) = f(4-2) = f(2-2)- f(2) = f(2)3 = 64 oldugundan f(8) > f(9)
olur. Bu da (a) kosulu ile celigir. Yani f(3) incelenen aralikta degildir.
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81.

11 < f(3) < 15 arahigm ele alahm. f(27) = f(3%) = f(3)® > 1331 olur. Fakat
f(32) = f(2°) = f(2)° = 1024 oldugundan f(32) < f(27) elde edilir. Bu da (a)
kogulu ile celigir.

Geriye f(3) = 9 ve f(3) = 10 durumlan kahr. f(3) = 10 olsun. f(243) = f(3°) =
f(3)® = 100000 ve f(256) = f(28) = f(2)® = 65536 oldugundan f(256) < f(243)
olur. Bu durum da f fonksiyonunun siirekli artanligi ile celigir. O halde f(3) = 9
"dur.

f(5), f(4) =16 < f(5) < f(6) = f(2) - f(3) = 36 esitsizligini saglamaktadir. Eger
17 < f(5) < 24 olsa idi 289 < f(25) < 576 olurdu. Fakat £(24) = f(3) - f(8) = 576
oldugundan f(5) bu aralikta olamaz. 7 < f(5) < 35 durumunda da 729 < f(25) <
1225 ve f(27) = £(3)® = 729 oldugu icin f(27) < f(25), (a) kosulunu saglamaz. O
halde f(5) = 25 ya da f(5) = 26 'dir. f(5) = 26 ise f(125) = f(5%) = f(5)® =
17576 olur. Ancak f(128) = f(27) = f(2)7 = 16384 ’tiir. Bu durumda f(5) # 26
oldugundan f(5) = 25 olur.

O halde

f(30) = f(2-3-5)

Her z,y € {1,2,...,10} i¢in, zf(x) + yf(y)'nin bir boleni x + y olacak sekilde,
{1,2,...,10} kiimesinden {1,2,...,100} kiimesine tanimli biitiin artan f fonksiyon-

larini bulunuz.

Cozim: z + y degeri, xf(x) + yf(y) ve zf(y) + yf(y) nin bir boleni oldugu igin,
gikarma yaparak x + y'nin z(f(y) — f(z))’in de bir bdleni oldugunu elde ederiz.

y =x+ 1icin; 22 + 1, z(f(z + 1) — f(x))'in bir béleni olur. 2z + 1 ve z’in 1’den
biiytik ortak boleni olmadigr igin, 2z + 1’'in f(x + 1) — f(z)’in bir béleni oldugunu
anlariz.

Ozel olarak, her z € {1,2,...,9} icin f artan oldugundan f(z+1)— f(z) > 2+ 1dir.

Bu yiizden
9 9

Y (flat+1) = fl@) =) (2 +1).

=1 =1
yazariz. Bu, f(10) > f(1)499 > 100 oldugu anlamma gelir. Bu yiizden, f(10) = 100
ve f(1) =1 olmak zorundadir.
Her z € {1,2,...,9} igin f(x + 1) — f(z) = 22 + 1 olmasmdan dolay1, f(z) = z*

sonucuna variriz.
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82. (1 + v/2)?°0 sayisinin ondalik gosteriminde virgiilden sonraki 1000’inci basamak

kagtir?

Céziim:a, = (1 +v2)" + (1 — v2)" olsun. a, de (1 +v/2)" ve (1 —+/2)" in binom
acilimlar1 yapildiginda (1 + /2)" acihmindan gelen iissii tek say1 olan terimler ile
(1 —+/2)" nin acilimindan gelen iissii tek say1 olan terimlerin toplamu sifir olacaktir.
Geriye yalniz her iki agilimdan da iissii ¢ift olan terimler kalacaktir. Fakat ¢ift {isler
icin v/2 her zaman tamsay1 olacagindan a,, de her zaman bir tamsay1 olacaktir.

‘1 -2 ‘ < 1 oldugu i¢in n sonsuza yaklastikca, (1—+/2)" de sifira yaklagacaktir.

1
(1= V2) < 15 ve (1= v2)*% < 1071 olur.

O halde, her n € R icin a,, = (14 v/2)" 4+ (1 — v/2)" bir tamsay1 oldugundan,
aspoo de bir tamsay1 olacaktir. (1— ﬂ)3000’1n virgiilden sonraki en az 1000 basamag
0 oldugu icin (1 + v/2)3°% in virgiilden sonraki en az 1000 basamagi 9 olmalidr.

Dolayisiyla virgiilden sonraki 1000’inci basamagi da 9 dur.

83. a, b, c pozitif gercel sayilar1 abc = 2 esitligini saglamaktadir. Bu durumda

G+ + S >avb+e+bv/eta+eva+b
esitsizligini gosteriniz.
Coziim: Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak
3> +0* + ) > (a+b+c)?
ve
(@ + 0 +A)? <(a+b+c)(a®+b°+ )
esitsizlikleri elde edilir. Bu iki esitsizligi birlestirirsek

(a2 + b2+ c2)(a+b+c)
3
(a2 + b2 +c2)((b+c)+(a+c)+ (a+d))
6
(avb+c+bva+c+cva+b)?
- 6

A+ +S >

(%)

Aritmetik Ortalama-Geometrik Ortalama esitsizligini kullanarak

3<’/abc\/(a+ b)(b+c)(a+c)

avb+c+b/atc+eva+b >
> 3\3/ abeyv/8abe = 3V/8 = 6
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84.

85.

Yani av/b+ ¢+ bv/a+c+cva+b > 6 dir. (x) esitsizligi kullanmilarak

- (av/b+c+bya+c+cva+b)?

a3+b3—|—c3_ 5 za\/b—i—c—i—b\/a+c+cx/a+b

elde edilir.

Her = gercel sayisi igin

28] [« [122] - ] [

esitliginin dogru oldugunu gosteriniz.

Coziim: |z| ile 2’1 agmayan en biiyiik tam sayiy1 gosterelim.

T
Birinci Coziim: 5 = y diyelim. Denklemde yerine yazarsak:

{er;J - {er;J + {zﬂrgJ = [3y] — [2y].

Hermite esitlikleri yardimiyla,

30 = L)+ [t 3] + |+ ]
bulunur.

Ikinci Coziim: k € Z ve y € [0,6) olmak iizere z = 6k + y seklinde ifade edersek

EERESNEUREIREY

y €10,1),y € [1,2),y € [2,3),y € [3,4),y € [4,5),y € [5,6) durumlar1 kontrol
edilerek sonug kolaylikla elde edilebilir.

seklini alir.

a? a? a?

et D) er0e+rd) T T G )@ty

denkleminin koklerinin gergel olmasini saglayan a gercel sayilarini bulunuz.

1 1
Cozim: zx sayisi, 0,—1,—2, -3, —4 ya da —5 olamaz. —— = — —
yy+1) y

s
1 egitligi

160



kullanilarak

a? a? a?

L= iy ernery VT ero@ay

— a2( l_ 1 et 1 _ 1 )
N x x+1 xr+4 45

2<1 1 )
= a _——
xr x+5

elde edilir. Buradan da
2(—2 V1 = o
z(z +5)

5a2 — (22 + 5z)
x2 + bx
22 +5x—5a> = 0

denklemine ulagilir. Bu denklemin kokleri de

-5+ v/25 + 20a?
2

T12 =

dir. Ancak x sayis1 0,-1,-2,-3,-4 ya da -5 olamayacagindan

54+1/25+20a2 # 0,-2,—4,-6,-8,—10
V25 +20a2 # 5,3,1
25 +20a® # 25,9,1
200> # 0
a # 0

O halde verilen denklemin sifirdan farkl biitiin a gercel sayilari icin gercel kokleri

vardir.

86. n > 3 icin

x%—xga:g---a:n = 0

2 _

ry—2123- Ty, = 0

2 _

r3— 212 Ty, = 0
2 =0
Ty — L1X2X3 " Tp—-1 —

denklem sisteminin ¢oztimlerini bulunuz.
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Cozilim: Verilen denklemleri taraf tarafa ¢arpalim

2 -1
(x1w93 - ) = (X123 - - )"
Eger x1x9x3---x, = 0 ise x1,x9,x3, - , T, sayllarindan en az bir tanesi 0 olmak
zorundadir. Bu da diger biitlin sayilarin 0 olmasini gerektirir.
T1x2T3 - Ty = a # 0 ise @ 'nin karesi ve n > 3 i¢in n — 1 ’inci kuvveti ayni oldugu
igin n ¢ift ise @ = 1, n tek ise @ = +1 olur. n ¢ift ise z1zox3 - - - x,, = 1 esitliginden
9  T1T2T3 Ty 1

pf =m0 T sa=1 z;,=1,i=1,2,3,---n
I, ZT;

olur. n tek ise

9  T1T2T3 Ty +1

7 = o=+l z;=+1,i=1,2,3,---n

T i

bulunur.

Ayrica n = 3 durumunu inceleyelim. n = 3 ise verilen sistem

Ty = T273
1‘% = I1x3
.%% = TI1X2
haline gelir. x1xox3 = c ise
T1T2X3 C .
.CC12: = :>:C§:Cs xi:CaZ:172a3

T T
elde edilir. O halde n = 3 igin biitiin ¢ gergel sayilar1 bir ¢oziimdiir.
87. Her z € R — {0} i¢in

(a) f(x) —3f (%) = 3% kogulunu saglayan sifirdan farkli gergel sayilarda tanimh

biitiin fonksiyonlar1 bulunuz.

Ltz x
(b) f(x) = 2-5=% fonksiyonu i¢in (z # 0)

1 2 2002 2002 2002 2002
! <2002) ! <2002)++f <2002>+2f (2001>+2f <2000>+"-+2f <1>

toplamini hesaplayiniz.

Coziim:

(a) f(xz) —3f (%) = 3% egitliginde x yerine % yazarsak f (%) —3f(z) = 3% elde
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edilir. Bu esitligi 3 ’le garpip verilen esitlikle toplarsak

3f (;) —9f(x) + f(z) — 3f <i> - 3.37 437

~8f(x) = 3-3% +3°

f@) = %1(3-3%+3x)

elde edilir.
14+x
27w — 2%

(b) f(z) = —5 ise

142 1
1 2% — 2% 4202 2% .
fa+2r (1) - = ) s

bulunur. Verilen toplam diizenlenirse

1 2002 2 2002 2002
f(zom) +2f (1) +f(2002) +2f (2) +~-+f<2002>

1 2 2001
= 2m+2m+...+2m+f(1)
1 2 2001 2
= 1—1+22002-|-22002_|_..._|_22002_|_§
2001 2

= (1+2ﬁ+2202w+...+2m)+§_1

2002

22002 —1 1

T 9mm_1 3

B 1 1

omz —1 3
bulunur.

88. (z,y) ile x ve y tam sayilarinin en biiyiik ortak bolenin,, [z, y] x ile ise y sayilarinin

en kiigiik ortak katini gosterelim. Bu durumda

1 1 1 1 1

oy [yl (my) 2
esitligini saglayan biitiin {x,y} ikililerini bulunuz.

Coézim: d = (z,y) ise © = du ve y = dv olsun. Bu durumda (u,v) = 1 olur ve
buradan da 2(u + 1)(v + 1) = duv denklemini elde ederiz. Burada (v,v +1) =1
oldugu i¢in v|2(u + 1) oldugu goriliir.

Birinci Durum (v = v = 1): Bu durumda d = 8 oldugundan tek ¢6ziim = = 8 ve
y = 8 ikilisidir.
2(u+1) <

Ikinci Durum (u < v): Bu durumda u+1 <v < 2u+1) < 20 &
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89.

yani € {1,2} olur.

2(u+1)
v
Ancak 2u+1) = du oldugu i¢in M
v v+ v

elde ederiz. Dolayisiyla ya {d,u} = {3,3} ya da {d,u} = {5,1} olabilir ve bu
durumlarda da ya {d,u,v} = {3,3,8} ya da {d,u,v} = {5,1,4} olabilir. Sonug
olarak {z,y} = {9,24} ya da {z,y} = {5, 20} olabilir.

2(u+1)

= 1 durumunda (d —2)u = 3 esitligini

” = 2 durumunda ise (d — 2)u = 4 olacagindan, benzer sekilde {x,y} =
{12,15} ya da {z,y} = {8,12} ya da {z,y} = {6, 12} olabilir.

Ugiincii Durum (u > v): u,w ve z,y simetrik olduklarindan ¢éziimler de ikinci

durum ¢oztimlerine gore simetrik olur. Sonug olarak biitiin ikililer:

{8,8},{9,24},{24,9}, {5,20}, {20,5}, {12, 15}, {15, 12}, {8, 12}, {12, 8}, {6, 12},{12,6},

olarak bulunur.

a,b, c gercel sayillardir. M sayis1 y = |43 + ax® + bz + ¢| fonksiyonunun [—1,1]
araligindaki en biiyiik degeri olsun. M > 1 oldugunu gosteriniz ve esitlik durumu-

nun gergeklestigi biitiin durumlar: belirleyiniz.

Cozim:

Birinci Coziim:|z| < 1 kosulunu saglayan x gergel sayilar1 igin y = ]4373 + az?® +
bx + c| ifadesinin en biiyiik degeri M ise M < 1 olamayacagini gosterecegiz.

M < 1 ise;

—1 <423 +ax? + bx +c < 1 dir (Her —1 <z < 1 icin).

x=—1secersek; 3<a—b+c<b5 3+b<a+c<5b+bolur

x =1segersek; -b<a+b+c< -3, -5—b<a+c<—3—>bolur.
3+b<a+c<—-3-bved+b<—-3—-b, b< —3 bulunur.

1 1 a b 1 b 9 3 b
x:—gsegersek;—1<—§+Z—§+C<1, —§+§<1+c<§—l—§olur.

1 1 a b 3 b 9 1 b
m:§segersek;—1<§+Z+§+c<1, —§—§<Z+c<§—§olur.
_3_b<%—|—c<3+bve —3—-b<34+b, b>—3 bulunur. Bu ise bir celigkidir.

Sonug olarak her a, b, ¢ gercel say1 tigliisii igin M > 1 dir. Simdi ise M = 1 olmasi
saglayan tim a, b, ¢ lcliilerini bulalim.

M =1ise -1 < 423 + az® + bz + ¢ < 1 olmalidir (Her —1 <z <1 igin).

11 -3-b b
Yinex:—l,—§,§,lsegersek;3—|—b§a+c§—3—bve 32 §%+c§?’%
buluruz. -3 -6 <34+4b< -3-5b, -3 <b< -3 ve buradan b = —3 olur.

0<a+4+c<0 0L +c§001urvea+c:%+c=0bulunur. Buradan da

a =0 = colur.

e~
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90.

Gergekten a =0 =¢, b = =3 i¢gin M = 1 dir. Clinkii M > 1 ise; [—1, 1] arahginda
|4z3 — 32| > 1 olacak sekilde bir zo bulunur. 4z — 3z¢ > 1 <= (z¢ — 1)(422 +
4ao+1) > 0 <= (z9—1)(229+1)? > 0, ancak zg < 1 ve (2z9+1)? > 0 oldugundan
4xd — 3z < 1 dir. 4ad — 3zg < —1 <= (zo + 1)(4ad — 4zg + 1) < 0 <= (29 +
1)(2z9 — 1)* > 0, ancak ¢ > 1 ve (2z9 — 1)* > 0 oldugundan 423 — 3z > —1 dir.
Yani |[423 — 3z0| > 1 olamaz. M = 1 olmasim saglayan tek a, b, ¢ {icliisii (a,b,c) =
(0,—-3,0) dur.

ikinci Céziim: a = 0,b = —3,¢ = 0 i¢in -1, -1/2, -1/2, 1 noktalarinda fonksiyon
maksimum olur ve M = 1 dir. M < 1 kogulunu saglayan a,b, ¢ sayillarinin var

olduklarini kabul edelim. O zaman,
(423 + az® + bz + ¢) — (42 — 32)

-1 de porzitif, -1/2 de negatif, 1/2 de pozitif, 1 de negatif olmalidir ki bu ikinci
dereceden bir fonksiyon i¢in miimkiin degildir. Bu nedenle M > 1 dir ve ayni nedenle
esitlik sadece (a,b,c) = (0,—3,0) da gergeklesir.(Not: Bu Chebyshev polinomlarinin

minimum sapma 6zelliginin 6zel bir halidir.)

Pozitif tam sayilar tizerinde tanimh f fonksiyonu f(1) = 1996 ve
FO+ @)+ + f(m)=n’f(n)  (n>1)

esitliklerini saglamaktadir. f(1996) degerini bulunuz.

Coziim: Timevarim kullanilarak

2-1996

f(”):m

oldugu gosterilebilir. Bir bagka deyisgle n = 1 i¢in agikca saglanan bu ifadenin (n—1)

i¢in dogru oldugunu kabul edersek,

1 3992 3992
fn) = nzl(l.z+"'+<nm>

3992 1_}+1_1+ N 11
oon2-—1 2 2 3 n—1 n

3992 1
T (n+1)(n-1) <1_ n>
3992 n—1 3992
(n+1Dn—-1) n  nn+1)
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91.

elde edilir. Boylece
3992 2

~ 19961997 1997

£(1996)
dir.

x bir gergel say1, n bir pozitif tam say1 olmak tizere; |z], = sayisindan bilyiik olmayan
en bilyiik tam say1 olsun. Bu durumda |z] + [z+ 1| + ... + [z + =] = |na]

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Ispatlamamiz gereken esitlige, gereksiz tekrarlardan kagimmak icin E diye-

lim.
n—1

Ez[xJ—i—{x—i—iJ%—...—i—{x—i— J:W;J

n = 1 durumu icin sonug agikardir. m > 1 durumu igin x gercel sayisini n sayi
tabaninda diigiinelim.

xr = LCCJ + 0.d1dads . ..

burada (di,d2,ds, ...), n tabanindaki ondalikli ifadeleri temsil ettiginden, 0 ve n — 1

arasidaki tamsayilardir.

Ayrica ondalik kisimda tekrarlayan (n—1) degerleri yerine sonu sifirh olarak yazarsak
(bagka bir deyisle limit degerini yazarsak), her bir gergel say1 icin tek bir gosterim
sekli elde etmig oluruz. ((")rnegin, ondalikli —2.3 gercel sayisinin gosterimi igin —3 +
0.6999... degil de —3 4+ 0.7000. .. gosterimini kullanalim.)

E esitliginin sag tarafim ele alirsak: nz = (n || + di) + 0.dads . . .

Dolayisiyla, |nx| = n |x| + d; esitligini elde ederiz.

Simdi, F esitliginin sol tarafini diigiinecek olursak:

s, {1,2,...,n — 1} kiimesinin elemanlarindan biri olmak iizere, toplamm eleman-
larindan her biri Lx + EJ olarak gosterilebilir. Bu durumda tekrar n tabaninda
diigtiniirsek, "

z+ 2= |z] + 0.didads ... +0.s = a + 0.rdads . . .
n
olur. Burada a, r degerine gore 2 farkli deger alabilir.

i< r <n-1 ise a=|z]

0< r <di—1 ise a=|z]+1

Sonug olarak F esitliginin sol tarafindaki toplamin son d; tanesinde |z] + 1, geri
kalanlarda ise |x| geleceginden esitligin sol tarafinda da n|z] + d; elde ederiz.

Boylece

lz) + {m—l—iJ T {m+”;1J = |nz]
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92.

93.

(i)
(ii)
(iii)

esitligini ispatlamig olduk.

dlab+be+ca) —1>a®> +b% 4+ 2 > 3(a® +b° + &)
esitsizligi saglayan biitiin pozitif a, b, ¢ gergel sayilarini bulunuz.

Coziim: Chebyshev esitsizligini (agiklama 1 e bakimz) kullanarak
(a+b+c)(a®+b*+c?) <3(a®+ 0>+ P)

esitsizligini elde ederiz. a? + b + ¢ > 3(a® + b® + ¢3) oldugundan (a +b+¢) < 1

bulunur. Diger taraftan
4(ab+bc+ca) —1 > a?+ b2+ >ab+be+ ca
(agiklama 2 ye bakiniz) esitsizliginden dolay1 (ab + be + ca) > % oldugu goriliir.
1>(a+b+c)?=a?+ >+ +2(ab+ ac+ be) > 3(ab+ ac+ be) > 1

oldugundan (a+b+c) = 1 bulunur. a?+b?+c?> > ab+ ac+ be esitlik durumu ancak

a = b = c oldugunda saglandigindan a = b = ¢ = % olarak bulunur.

Acgiklama 1: x; > z9 > x3 ve y1 > yo > y3 ise 3(x1y1 + xay2 + x3ys) > (1 + 22 +
x3)(y1 + y2 + y3) olur. Bizim durumumuzda genelligi bozmadan, a > b > ¢ olsun.
Bu durum a? > b% > ¢? olmasim gerektirir (a,b,c > 0).

Aciklama 2: a® + % + ¢ > ab+ ac + be

a, b ve ¢ rasyonel sayilar olsun. Asagidaki denklemlerin her birinin sadece a = b =

¢ = 0 durumunda saglanabilecegini gosteriniz.
a+bv2+cvV2=0
a+by2+¢y3=0
a+by2+ced4=0

Coziim: IIk olarak, a, b ve ¢ 'nin tam sayilar oldugunu varsayalim. Bunun icin,
paydalarinin en kiiciik ortak katlariyla, her bir denklemi ¢arpabiliriz.

a, b ve ¢ nin hepsinin birlikte sifir olmadigi degerleri i¢in her bir denklemin saglandigini
varsayalim ve bir celigki elde edelim. Bunun i¢in, agagidaki yardimci teoreme ihtiyag

duyacagiz.

Yardimci Teorem:
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(i)

(ii)

n > 1 ve m pozitif tam sayilar olsunlar. O halde, {/m ya bir tam sayidir ya da

irrasyonel bir sayidir.
ispat:

r ve s tam sayilari aralarinda asal olmak {izere, {/m = r/s ’in rasyonel bir say1
oldugunu varsayalim.

O halde, r™ = ms™ ’dir.

Aritmetign temel teoreminden, denklemin her iki tarafi da ayni asal carpanlara sahip
olmak zorundadir.

r™ ve s" ’in asal carpanlarinda, her bir asal n’nin bir tamsay1 kati kez bulunur.

Bu yiizden, m ’'nin asal carpanlarindaki her bir asal n’nin bir tamsay1 kati kez bu-
lunmak zorundadir.

Bu, m 'nin n-inci kuvvet olmasi (z" = m olacak sekilde x € Z vardir) anlamma gelir
ve dolayisiyla {/m bir tam sayidir.

Sonug olarak, {/m ya rasyoneldir (bu durumda bir tam sayidir) ya da irrasyoneldir.

a+bv2+cyV2=0

Ik olarak, b= ¢ = 0 ise, a = 0 "dur.

c=0veb#0ise, V2 = —a/b 'dir ve yukaridaki yardimc1 teoremle celigir. (13 <
2 < 23 = /2 bir tam say1 degildir. Bu yiizden, irrasyonel olmak zorundadir.)

c # 0 ise, denklemi —b¥/2 = a + ¢v/2 = 0 seklinde yazip, her iki tarafin kiibiinii

alirsak,

—2b® = a®+3a’cV2 + 3aci(V2)? + A(V2)?
= a® 4 6ac® + (3a%c + 2)V2

denklemini elde ederiz. Bu yiizden, v2 = —(2b% + a® + 6ac?)/(3a%c + 2¢®) 'dir.
(paydanin sifirdan farkli olmasi gerekliligine dikkat etmeliyiz.)
Bu durum, yine yardimci teoremle celisir.

Bu yiizden, tek ¢oziim a = b = ¢ =0 ’dir.

a+by2+cV3=0

a = 01ise, b = ¢ = 0 dir. Aksi taktirde, W rasyoneldir ve bu yiizden W
rasyoneldir. Bu durum yukaridaki yardimci teoremle celisir.

b=0ise, a = c= 0 dir. Aksi taktirde, ¥/3 = —a/c rasyoneldir.

c=01ise, a =b=0dir. Aksi taktirde, ¥/2 = —a/b rasyoneldir.

Simdi, a, b ve ¢ 'nin sifirdan farkli olduklarim varsayalim ve denklemi —a = b3/2 +
cV/3 = 0 seklinde yazalim. (z+v)3 = 23 +y3+3zy(z+y) 6zdesliginden faydalanarak,
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(iii)

94.

her iki tarafin kiibtinii alirsak,

—a® = 2b° 43¢ + 3beV/6(bV2 + ¢V/3)
= 2b° +3c® — 3abeV/6

denklemini elde ederiz. Buradan, v/6 = (a3 + 2b® + 3¢3)/3abe olur. Bu durum da,
yardimci teoremle celisir.

Bu yiizden, tek ¢oziim a = b = ¢ =0 ’dir.

a+by2+cVi=0

Yukarida oldugu gibi, a, b ve ¢ ’den herhangi biri sifira egit oldugunda digerleride
sifir olmak zorundadir. Simdi, a,b ve ¢ 'nin sifirdan farkli olduklari varsayalim
ve denklemi —a = by/2 + cV/4 seklinde yazalim. (z +y)® = 23 + 3 + 3zy(z +v)

Ozdegliginden faydalanarak, her iki tarafin kiibiinii alirsak,

—a® = 2b° 4 4¢ + 6bc(bV/2 + cV/4)
= 20% +4c — 6abe

denklemini elde ederiz. Buradan,
a +2b% + 4c — 6abe = 0 (1)

olur. Simdi a, b ve ¢ 'nin en biiyiik ortak bolenlerinin 1 oldugunu varsayalim. (degilse,
a, b ve ¢ ’yi en biiytik ortak bolenlerine bolebiliriz.)

(1)’den, a ¢ift olmak zorundadir. a = 2a; olsun.

O halde, 8a$ + 2b® + 4¢3 — 12a1bc = 0 dir. Buradan, 4a3 + b3 + 2¢® — 6ajbc = 0
denklemini elde ederiz.

Bu yiizden b ¢ifttir. b = 2b; olsun.

O halde, 4a‘1’ + 8b:1" +2¢3 — 12a1b1c = 0 dir. Buradan, Qa? + 4b:1" + A —6a1bie=0
denklemini elde ederiz.

Yukaridaki denklemden, ¢ ’de ¢ift olmak zorundadir. Dolayisiyla, a, b ve ¢ ’ nin
hepsi ¢ifttir. Bu durum, a, b ve ¢’ nin en biiyiik ortak bolenlerinin 1 oldugunu kabul
etmemizle, celisir.

Bu yiizden, tek ¢oziim a = b= c =0 ’dir.

x, Y, 2, m, n sayillart m + n > 2 egitsizligini saglayan pozitif gergel sayilardir. Bu

durumda

x\/yz(x +my)(z +nz) + y\/:bz(y +mx)(y +nz) +

3(m+n)
8
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95.

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Aritmetik-geometrik ortalama egitsizliginden

xy+xz+ (m+n)yz

\/yz(:z: +my)(z +nz) = \/(a:z +myz)(zy + nyz) <

2
Vaz(y +ma)(y +nz) = /(yz + maz)(zy + naz) < Yy +yz +2(m +n)xz
Vg ma)(z 1 ny) = /e mag) e+ nay) < 2RV A nny

esitsizlikleri elde edilir. Dolayisiyla

xlry +xz+ (m+n)yz] +yley +yz + (m+n)zz] + z[xz + yz + (m + n)xy]

<X (o )y + ) )

esitsizligini, ya da A = 2%y + 222 + 2y + y%2 + 2% + y2? ve B = zyz olmak iizere
4[A+3(m+n)B] <3(m+n)(A+2B) < 6(m+n)B<[3(m+n)—4]A

esitsizligini gostermek yeterlidir.

Burada m +n > 2 oldugu i¢in m +n < 3(m + n) — 4 egitsizligi elde edilir. Ayrica
aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden 6B < A oldugu goriiliir. Dolayisiyla
son iki esitsizlikten

6(m+n)B < [3(m+n)—4] A

esitsizligi elde edilir ve bu sekilde istenen esitsizlik gosterilmis olur.

00 qiis
(an)o2; dizisi . ,
n
a; = 17an+1 = g+a]77n2 1
n

seklinde tanimlaniyor. n > 4 icin |a2]| = n oldugunu ispatlaymz.(|x]| sayist 2’i
agmayan en biiyiik tam sayidir.)
Coziim:
n—
< ap < vn+1 oldugunu gosterecegiz. a; =
3 13
l,as = 2,a3 = 2 ve ag = % dir. n=4i¢in — < — < V5 saglanir. n = k

N

<< ap < k+ 1 saglandigim kabul edelim. n = k + 1 icin saglandigini

Tiimevarim ile n > 4 igin

vk -2

k
gosterelim. f (x)%+— olsun. 0 < p,q < Vk + 1 kogulunu saglayan her p, ¢ gercel say1
x

icin

170



ikilisi igin f(p) > f(q) oldugunu gosterelim. f(p) — f(q) = <p + ];> — <q + k> =

—q k(- - e
b ’ ¢ _ (ppq %) = (p Q)lg;(j ) ve p¢ < k+1 < k? (k > 4) oldugundan

f(p) > f(q) olur. Buna gore;

E—1 E—1 EvVk —2
= < = + <Vk-+2
arer = flap) f( k:—2> R Y
2—2k+1)+ k*(k—2
(k kE+1)+k*(k—2) )
k(k—1)vVk—2
1—2k
- = 2_4
<:>k+k2_k<2 k
2% — 1 2(1—2

(k2 — k)2 k—1
(2k —1)? 2
B —k? k-1
= (2k—1)? < 2K*(k — 1)
< 2k? > 6k® —4k+1 ve k > 4 oldugundan 2k — 6k > 2k? < —4k+1 olur. Yani
ap+1 < Vk 4+ 2 dir.

vk+1 k k
= > vk+1)= + >
ak+1 f(ak) f( ) L \/k—|—1 \/k‘—l

<:>1+k+1> kt1
k2 ) k-1
(k+1)2 20k+1) 2
— 1+ ! + 2 >1+k—1
(k+1)2 2

M T RE—1)

k+1\2 2 k+1\2 2 } k
= [ — > 1 ve (| —— > 1> 1 oldugundan ag41 >

k k

olur ve tiimevarim biter. Boylece n > 4 icin /n <

< ap, < Vvn+1 ve

i

Vn—2

|a2 | = n bulunur.

96. Asagidaki denklem sistemini gercel sayilar kiimesinde ¢6ziiniiz.
T+yYy+z=2,

4+y)y+2)+y+2)(z+z)+ (z+2)(z+y) =1,

22y +2) + v (z 4+ 2) + 22 (z +y) = —6.
Coziim: Ikinci denklemi diizenlersek:
2+ 4+ 22+ 32y +3yz+ 322 =1,
(x+y+2)?2+ay+yz+z20=1,
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97.

birinci denklemden dolay1 z + y + z = 2 yazarsak,

Y +yz +zx = —3.

Benzer sekilde iiclincii denklemi diizenlersek:
x(zy + x2) + y(yz + zy) + z(zz + yz) = —6,

z(3+yz) +y(3+xz) + 23+ zy) =6,
3(z+y+2)+3zyz =6,
T+y+z+ayz =2,

zyz = 0.
Dolayisiyla verilen denklem sistemi agagidaki yeni denklem sistemine doniigmiis olur:
T+Yy+z=2,

Ty +yz + 2z = —3,

ryz = 0.
Vieta formiiliinden dolay1 x,v,z gercel sayilar1 t3 — 2t> — 3t = 0 polinomunun
kokleridir. Polinomun kokleri t; = 0,t5 = —1,t3 = 3 dir. Bu durumda denklem

sisteminin ¢oziimleri polinom koklerinden bulunur.

(z,y,2) €{(0,3,-1),(0,-1,3),(3,0,-1),(-1,0,3),(3,—1,0),(—1,3,0)}.

x bir gercel say1 olmak {izere, sin(cosx) ve cos(sinz) fonksiyonlarimin hangisi daha

biyuktir?

Coziim: Bu soruyu ¢ozmek igin, asagidaki trigonometrik 6zdegliklerden yarar-

lanacagiz.
) 0
sindA = cos(§ —A) (1)
A+ B A-B

cosA—cosB = —2sin( ; ). sin( 5 ) (2)

2
cos(z + E) = cosz. cos(ﬁ) —sin . sin(z) = £(cosa: —sinx) (3)

4 4 4 2

2

cos(x — %) = cosz. cos(%) + sin z. sin(g) = 7(COS$ +sinx) (4)
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Yukaridaki 6zdeglikleri kullanarak;

—
~—

cos(sinx) —sin(cosz) = cos(sinx) — cos(z —cosx)

—
~

1 1
= -9 sin[§(sin§c —cosz + g)] sin[§(sin:c + cosx — g)]

BL g sm(—\é§ cos(z + %) + Z) sin(\éi cos(x — E) T

esitligini elde ederiz. 7 > @ oldugundan dolay1, biitiin x degerleri icin 0 <
—@ cos(z+7%)+7% < § olur. Bu yiizden, biitiin 2 degerleri igin sin(—@ cos(z+7)+
) > 0 ’dir. Benzer sekilde, biitiin = degerleri i¢in —F < g cos(x — %) — 7§ <0 elde
edilir. Bu yiizden, biitiin 2 degerleri igin sin( @ cos(x — §) — 7) < 0 'dir. Buradan,
-2 sin(—@ cos(z +§) + ) Sin(@ cos(z — 7) — 7) > 0 sonucuna variriz.

Dolayisiyla, biitiin gercel x degerleri i¢in cos(sinx) > sin(cos z) olur.

Not: y = cos(sinx) — sin(cos z) grafiginin bir taslagy agagida ¢izilmistir. Grafik 27

periyoda sahiptir.

y
y = cos(sin(x))-sin(cos(x))
2
1
4 3 2 A 0 1 2 3 4"

. a gergel sayis1 (0,1) arahginda ve f fonksiyonu [0, 1] araliginda siirekli bir fonksiyon

olmak tizere

ise f (%) =7

Coziim:

Birinci Coziim:

PG48 s
F(3)-f)

olsun. ¢g(0) =0 ve g(1) =1 olur.

g(z) = ) =Af(Bx+C)+ D
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99.

r+y .
g( 5 > = Af

(1 - a)Af(Bz +C)+ (1 —a)D + Af(By + C) + aD
= (1—-a)(Af(Bx+C)+ D)+ a(Af(By+C)+ D)
(1—a)g(z) + ag(z)

O halde g’de f ile ayni 6zellikleri saglamaktadir. Bu durumda

f<1>: <1> _ f(é—:8>_f(213)

7 7 F(3)-1)
_ @) -1G)
T3 -1G)
f

Tkinci Céziim: y = 0 secersek f(g) = (1—a)f(z) ve x = 0 secersek; f(%) =af(y)
olur. Yani f(g) =(1—a)f(z) = af(x) olur. x =1 alirsak; f(1)(1—a) =af(1), 1 —

EASTPNE (GRS (P

2 L7
&) &)

1
a=a, a= 3 olmalidir. Yani f 28 secersek;

: = T x
f(%) = W olur. f(§) = f(2) oldugundan, f(2—18) = = e
N O O N T 1 1 11
f(l)_Tz_T_Z’ f(;)—4 24 ; 8f(§)—1+f(§)Vef(§)—§
bulunur.

Her z, y gergel say1 ikilisi icin, f(zf(z) + f(y)) = [f(z)]* + y denklemini saglayan

tim f: R — R fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: Oncelikle f (b) = 0 olacak gekilde b € R oldugunu gosterelim. = = 0 alalim:

FO£(0) + £(y) = [F(0)* +y
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100.

y = —(f(()))2 olarak alalim:

bulunur. Bu durumda b = f(—£(0)?) igin f(b) = 0 dir. Yani béyle bir b vardr.
Eger = b alirsak f(bf(b) + f(y)) = [f(b)]?> + v elde ederiz. f(b) = 0 oldugu icin
f(f(y)) =y bulunur. = = f(x) alirsak

F(F @) f(f(@) + f) = [f(f @) +y
F(f(@)a) + f(y) = (2)° +y

bulunur. Aym zamanda f(zf(z)+ f(y)) = [f(2)]? +y de verilmisti. Bu iki esitlikten

bulunur. Dolayisiyla (f(x))? = 22 dir.
Simdi ise her x gercel sayisi i¢in f(x) = x veya her x gergel sayisi i¢in f(x) = —x
olacagimi gosterelim: Aksini varsayarsak f(a) = a, f(b) = —b olacak sekilde sifirdan

farkli a,b gercel sayilari bulunabilir. Sorudaki denklemde z = a, y = b alirsak;
f(a® = b) = a® + b olur. (f(a2 - b))2 = (a® — b)? oldugundan; a® + b = a® — b veya
a? + b =b— a? bulunur.

a2+b=0a*>—biseb=0, a?2+b=0b—a?ise a =0 olur. Ancak a ve b sifirdan
farkliydi. Bu bir geliskidir. Yani f(x) = « veya f(x) = —z dir. Her iki fonksiyon da

soruda verilen denklemi saglarlar.

a+ b+ c+ d=1 denklemini saglayan a, b, ¢, d pozitif gercel sayilar: icin,
6(a® +b° + ¢ +d°) > (a2+b2+62+d2)+é

esitsizliginin saglandigini gosteriniz.

Coziim: Oncelikle, 0 < a,b,¢,d < 1 oldugundan, 0 < z < 1 degerleri icin f(x) =
5 — 1

623 — 22 fonksiyonunu tammlayalim. Burada iddiamiz, f(x) = 62° — 2% >

oldugudur.

Esitsizligin iki tarafimi 8 ile carpip gerekli diizenlemeleri yaptigimizda 0 < x < 1 igin,
4873 — 82® —5x+1>0

esitsizligini elde ederiz. Burada 4823 — 822 — 5z +1 = (4 — 1)?(3x + 1) oldugundan
esitsizlik 0 < z < 1 igin saglanacaktir. Yani iddiamiz dogrudur. Dolayisiyla
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buldugumuz esitsizlikte x yerine a, b, ¢ ve d degerlerini yazip taraf tarafa topladigimizda

5(a+btet+d 1 1

fla) + f(0) + f(e) + f(d) = g -5=3

elde ederiz. Yani 6(a3+b*+c+d*) — (a®4+b*+ 2 +d?) >

1
23 esitsizligi 0 < a, b, c,d < 1

ve a+ b+ c+d =1 icin saglanir.

101. Bir giin okul sonrasinda, Murat fazladan bir matematik dersine daha katilmak zorun-
daydi. Ogretmen tahtaya katsayilar1 tam say1 olan ikinci dereceden bir 22 + piz +
q1 = 0 denklemini yazacak ve Murat bu denklemin ¢6ziimlerini bulacaktir. Eger
¢ozlimlerin ikisi birden tam say1 degilse Murat eve donebilecektir. Eger denklemin
¢Ozumleri tam sayiysa Ogretmen po ve go, bir 6nceki sorunun ¢éziimlerinin herhangi
bir siralamasi olacak sekilde yeni bir 22 + pox + go = 0 denklemi yazacak ve her
sey bastan baslayacaktir. Ogretmenin, Murat’r sonsuza dek okulda tutabilmesini

saglayacak tiim olasi p1, ¢1 sayilarinin bulunuz.

Coziim:Cevap p; herhangi bir tamsay1 ve ¢ = 0 veya p; = 1 ve q1 = —2’dir.

Eger ¢; = 0 ise denklemimiz, ¢coziimleri —p; ve 0 olan z? + p1z = 0 olur. Ogretmen
yeni soru olarak, ¢coziimii —p; ve 0 olan 22 — pyz = 0 denklemini yazabilir ve sonra
tekrar 22 +p1x = 0 yazarak devam edebilir. Dolayisiyla tiim (p1, 0) ikilileri problemin

kosgullarini saglar.

Eger ¢ = —1 ise ¢oziimlerin ¢arpimi —1 olmalidir ve ¢oziimler —1 ile 1 sayilarinin
bir siralamasidir. 22 — 2 + 1 = 0 ve 22 + 2 — 1 = 0 denklemleri hichir tam say1
koke sahip olmadigi igin, problemin kogullarini saglayan (p;, —1) seklinde higbir ikili
yoktur.

Eger q1 = —2 ise ¢ozlimlerin carpimi —2 olmalidir. Bu durumda ¢oziimler 2 ve
—1 ise ilk durumda 6gretmen 22 + 2z — 1 = 0 ve 2 — 2 + 2 = 0 denklemlerinden
birisini segecektir, hi¢cbirinin tam say1 ¢oziimii yoktur. Daha sonra ¢oziimleri 1 ve —2
olan 2 4+ x — 2 = 0 denklemini elde ederiz. Bu nedenle (1, —2) ikilisinin problemin

kogullarini sagladigini goriiyoruz.

Simdi g1 = 0, —1, —2 seceneklerinden higbirinin dogru olmadigini diisiinelim. x; ve
x9, 2+ p1x + ¢1 = 0 denkleminin ¢oziimleri olsun. Bu da z1 + 22 = —p1, 2122 = 1
ve

i + a3 = (21 +22)° — 20102 = i — 200 < pT + ¢
olmasini gerektirir.

Bundan dolay1, verilen esitligin katsayilarinin kareleri toplami ¢; ¢ [—2, 0] igin kesin
bir diiglis gosterir. Kareler toplami negatif olmayan bir say1 oldugu icin er ya da

gec, bu iki durumdan birisine ulasiriz; ¢éziimler tamsay1 degildir veya sabit terim
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[—2,0] araliginin bir elemanidir. Son durum énemlidir, ¢iinkii 2 +pz+¢q = 0 esitligi,
kendisinden 6nce yazilan polinomu, 2 — (p + q)z + pq = 0, tek bir sekilde belirler.
Dolayisiyla, (p1,0) ve (1, —2) sadece sabit terimi sirasiyla 0 veya —2 olan fonksiyonlar
arasindan gikar. Bundan dolay1 problemin kogullarini saglayan bunlar diginda hicbir

ikili yoktur.
102. Dogal sayilar kiimesinden dogal sayilar kiimesine olan ve

n+ f(n)

FFm) = —

kogulunu saglayan biitiin birebir f(n) fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: Oncelikle herhangi bir n icin f (n) > n esitsizliginin miimkiin olmayacagini
gosterelim. Farz edelim ki bir n dogal sayisi igin f(n) > n olsun.
n+f(n) _ f(n)+f(n)

Fitmy) = PR < RS  p)

Buradan f(f(n)) < f(n) elde edilir.
f fonksiyonunun kendisi ile k& defa bilegkesini f* = fo fo---o f olarak gosterelim.
f?(n) < f(n) oldugunu gosterdik. f fonksiyonunun verilen kosulu sagladigini varsa-

yarsak f3(n) icin

f(n)+ f2(n) _ [*(n) + [*(n)

s = ) < f)

FP(n) = F(f(f(n))) <

olur. Timevarim ile her p = 2,3,... degeri igin fP(n) < f(n) oldugunu ko-
layca goriiriiz. (f*(n)), ifadesini k ya bagl, dogal sayilardan olusan bir dizi olarak
disiinelim. fP(n) < f(n) kogulundan 6tiirti bu dizi istten siirh bir dizidir. Dolayisiyla
I < m ve fl(n) = f™(n) olacak sekilde [ ve m degerleri bulabiliriz. Birebir fonksiy-
onlarin bilegkeleri de birebir fonksiyonlardir. Dolayisiyla her p degeri i¢in fP bire-
bir fonksiyondur. Buradan f™(n) = f'{(f™ ! (n)) = f'(n) elde ederiz. Ayrica, f'
nin birebir olmasi f™~!(n) = n olmasmi gerektirir. Bu esitlikten, f(f™!(n)) =
fm1(n) = f(n) buluruz. Ancak biz her p = 2,3,... degeri icin fP(n) < f(n)
oldugunu gostermistik. f(f™!(n)) = fm~*+1(n) = f(n) bir celigkidir. Dolayisiyla
f(n) > n hicbir n dogal sayis1 igin gegerli olamaz. Buradan her n dogal sayis1 igin
f(n) < n elde ederiz. n =0 icin f(0) = 0 oldugu agiktir. Herhangi bir n degeri igin
f(n) = n oldugunu kabul edelim. f fonksiyonunun birebir olmasi ve f(n+1) < n+1
kogullar1 f(n+1) = n+ 1 olmasim gerektirir. Timevarim ile her n dogal say1 degeri
icin f(n) = n elde ederiz. Bu fonksiyonun bizden istenilen kogulu sagladigi ve bu

fonksiyondan bagka hicbir fonksiyonun verilen kogulu saglayamayacag agiktir.

103. a,b,c € {1,2,...,n} olmak iizere gergel sayilardan gercel sayilara tanimh ve kokleri
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tam say1 olan
f(x) =az* +bx +c
ikinci dereceden fonksiyonlarin sayisi, herhangi bir pozitif n tam sayisi igin P(n) ile
gosterilsin.
Yukaridaki 6zelliklere sahip f fonksiyonlar: ve biitiin n > 4 degerleri igin n < P(n) <

n? oldugunu ispatlaymiz.

Coziim: 222 +4x+2=2(x+1)?2=0, 22 +dv+4=(z+2)?=0ve k =2,3,...,n
degerleri icin 22+ kz +k —1 = (z+1)(z+k — 1) = 0 ikinci derece denklemleri, tam
say1 koklere sahip olduklarimndan dolayi, n > 4 i¢in P(n) > n sonucunu ¢ikaririz.

Verilen kogullar saglayan f fonksiyonu igin,

f(z) =alx+d)(x+e); die € Z, a,a(d+e),ade € {1,2,...,n}

yazariz. Ozel olarak, e < - secerek,

n n n n n 1
Pn) <y > — = n)y > —
a=1 d=1 a=1 d=1
“1 1 1
= n;(aﬁ-%—k %)
"1 1 1
= n;a(1+2+...+n)
1 1.1
= n(1+2+...+n);a
_ 1 L2
= n(l+5+.+-)

buluruz. n > 5 igin, 1 + % + % + ...+ % < y/n (n lzerine tiimevarim yontemi
kullanilarak bulunur) ve P(4) = 5 oldugundan dolay1, P(n) < n? sonucuna variriz.

a + b+ ¢ = 3 denklemini saglayan a, b ve ¢ pozitif gercel sayilar: i¢in

E+bf2+cf22a 'f‘b +c

esitsizliginin saglandigini gosteriniz.

Coziim:
Birinci Co6ziim: x = ab + bc + ca olsun. a? + b? + ¢ > ab + be + ca oldugundan

(a+b+c)? > 3(ab+ be+ ca)
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buradan da,
(ab + be + ca)? > 3abe(a + b+ c)

2
elde edilir. Bunlarin sonucunda da 0 < x < 3 ve abec < % elde edilmis olur. Ote

yandan,
a2+ 4+ =(a+b+c) —2(ab+bec+ca) =9 — 2z

1+1+1_1+1+1221+1+1_x2 6
a2 2 2 \a b ¢ ab  be  ca) a?b2c?2  abe

oldugundan, soruda verilen esitsizlik,

ve

2?2 — 6abe > (9 — 2x)a’b*c?
haline gelir. Sonug olarak,

2 4
22 — 6abc — (9 — 2z)a’b?? > x? — LA k)
3 81
22(22% — 922 + 27)
81
2%(z — 3)%(2x + 3)
81

> 0

olur. Dolayisiyla istenilen esgitsizlik ispatlanmigtir. Esitlik durumuysa, ancak ve

ancak a = b = ¢ = 1 durumunda mumkindiir.

Ikinci Coziim: -
=4+ -+1
f(x) 2 + . +1+x

olsun. Buradan,
1
— -2’ =(1-2)f(z)

T2

gikar. Ayrica E = Z (% —a%) = Z (1 —a)f(a) olsun. Genelligi bozmadan a >
b > c¢ olmak iizere, l —c=(a—1)+(b—1) ve 1 —a = (¢ — 1) + (b — 1) ifadelerini
kullanarak,

E=1-0)(f) = f(c) + (1 = a)(f(a) = f(¢))
ve

E=1-b)(f0) - fla))+ (1 =c)(f(c) - f(a))

179



105.

elde edilir. Simdi, z <y i¢in f(z) > f(y) ifadesini gosterelim:

r—y
f@) = fly) = =55 @y —2y —x —y)

=y
x +y = k icin, aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden = + y + xy > 3/22y2
elde edilir. 3{/22y2 > 22y esitsizligini elde edebilmek icin 33 > z%y* olmas: gerekir,
ancak k > 2,/zy oldugu icin k® > 28z%y* olacagindan, 33 > ]2“—: olmasi1 yeterli
olacaktir ki bu da, k < 2+/27 olarak goriilebilir.
Fakat x,y eger a,b,c icinden herhangi ikisi olursa, x + y < 3 olacagindan 3 < 2+v/27

olur. Dolayisiyla yukaridaki esgitsizlik saglanmig olacaktir.

Bu, f fonksiyonunun azalan fonksiyon oldugunu gosterir. Sonug olarak geriye sadece

b > 1 durumu i¢in (??) bagmtisini, b < 1 iginse (?7) bagntisini kullanmak kalir.

Not: Eger burada esitsizligi 3 degiskenli degil, n degiskenli olarak diisiiniirsek,
n n 1 n
Z x; =n iken, x; > 0 icin, Z o Z x;
=1 =1 =1

ifadesi ancak n = 10 degerine kadar dogrudur. n > 11 iken yanligtir, 6rnegin,
xy=---=x19 = 0.6, z11 =5 ve i > 12 icin x; = 1 olarak alinabilir. 4 < n < 10 i¢in

gerekli olan ispat, karmagik degiskenler teknikleri gerektirir.

271 sayisimi, carpimlari maksimum olacak sekilde, pozitif gercgel sayilarin toplami

olarak yaziniz.

Coziim: Aritmetik ortalama - geometrik ortalama egitsizligine gore, negatif olmayan

1, , Xy sayllar igin
r1t+x2+ -+
n Z (:(;1 S L9 xn)l/n
n
ve egitlik ancak ve ancak z; = 29 = - -+ = x,, durumunda gegerlidir.

Bizim durumumuzda sayilarin toplami 271 dir. Yani negatif olmayan sayilardan
olusan bir S kiimesinin eleman sayisi n olmak iizere, S deki elemanlarin aritmetik
ortalamasi 271/n dir. Boyle S kiimeleri i¢in geometrik ortalamanin, dolayisiyla da

carpimin, maksimum degeri sayilarin esitligi durumunda elde edilir.

Dolayisiyla biz, x tamsay1 olmak iizere, y = (271/x)* ifadesinin maksimum degerini
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107.

artyoruz. x bir gercel say1 gibi diistiniiliip logaritmik tiirev alinirsa;

Iny =xIn(271/z) = x(In271 — Inz),
Y /y=m271 —Inz — 1,
y = (271/2)*(In271 — Inz — 1)

elde edilir. ¢y = 0 olmasi igin, z = 271/e =~ 99.7 olmalhdir ve y nin maksimum
degerinin x = 271 /e i¢in elde edilecegi agiktir. (x < 271/e iken ¢y > 0 ve x > 271 /e
iken y' < 0 olduguna dikkat ediniz.)

x bir tam say1 oldugu igin, 100 ve 99 degerlerini denememiz yeterlidir. Deneme
sonunda y nin en biiyiik degerini (z tam say1 iken) x = 100 durumunda aldigim
gorecegiz.
Dolayisiyla garpimin maksimum degeri 271 = 2.7142.71+- - -+2.71 seklinde yazilinca
elde edilir.

Asagidaki denklem sistemini saglayan biitiin (x,y, z) gergel say1 ticliilerini bulunuz.

Not: [r] : r gergel sayisimin tamsay1 kismi, {r} : r gergel sayisimin ondalik kismu.
x + [y] + {z} = 200, 2

{z} +y+[z] =200,1

[z] + {y} + z = 200,0

Coziim: [r|+{r} = r esitligini gézo6niinde bulundurarak verilen ti¢ denklem toplanirsa
& +y+ 2 = 300, 15 bulunur. Ilk denklemi, bulunan denklemden gikarirsak (y — [y]) +
(z —{z}) = 99,95 yani {y} + [z] = 99,95 bulunur. Dolaysiyla {y} = 0,95, [z] = 99
dur. Benzer gekilde [z] + {z} = 100,05 ve {z} + [y] = 100, 15 bulunur. Dolayisiyla
[z] = 100, {z} = 0,05, {z} = 0,15 ve [y] = 100 bulunur. Sonug olarak z = 100, 15,
y = 100,95 ve z = 99,05 bulunur.

R—{0} kiimesinde tamimh ve f(x)+8f (%) = —63z denklemini saglayan fonksiyonlari
tanimlayiniz.

Cozim:f(z) + 8f(%) = —63x denkleminde x yerine % yazarsak

163

8 — ) =
Fla)+ fg) =~
denklemi elde edilir. Tkinci denklemi -8 ile carpip ilk denklemle topladigimizda

—63f(x) = —63z + %
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109.

110.

111.

esitligi bulunur. Esitligin her iki tarafini da -63’e bolersek f fonksiyonu

f@) =z -~

X

olarak bulunur.

Ayrica f(z) =z — %’in de verilen denklemi sagladigi kolayca kontrol edilebilir.

2 2 2_ .2 8 1 .8 8 _ .8
x2 + y2 a;2 y2 =k ise xS + y8 — xS yS ifadesini k cinsinden hesaplayiniz.
T4 —y e+ y z° -y z®+y
22 + 12 x2 — y? Li +1 é -1 x?
Coziim: —; y2 + — y2 = 4 + & oldugundan, — = m dersek
x?—y e +y 5—2 -1 5—2 Y
1 —1 2(m?* + 1 241 k 2
- T + o = (m”+1) olur. Buradan metl —, =
. 2m—1 km—2|—1 m2 —1 m2 —1 27 m2-1
;, m? = kt= bulunur. Buna gore
x84 98 ms—y8_m4+1 m4—1_ 4m B 4 B 4 B
5 —y® S4+y® mi—1 mi+l md—1 m4_#_(ﬁ)2_<ﬂ)2_
E—2 k+2

4k+2)2(k—-2)%  4k*—-4)2 (K —4)?
(k+2)4—(k—2)%  2(k2+4)8k  4k(k2 +4)

olur.

a,b,z,y gercel sayilar icin a® +ax +y =0 +br+y=c+cx+y=0vea,bc
birbirinden farkli ise a 4+ b 4+ ¢ = 0 oldugunu ispatlayiniz.

Céziim: P(k) = k3 + xk + y polinomu icin P(a) = P(b) = P(c) = 0 ve a,b,c
birbirinden farkl oldugu igin, bu polinomun tiim kokleri a,b ve ¢ dir. Vieta teore-

minden a +b+c = -1 = 0 bulunur.

x,y, z pozitif gergel sayilar olmak tizere 3 4 y3 + (z+ y)3 + 30xy = 2000 ise (z +y)

nin alabilecegi degerleri bulunuz.

Coziim: z° + 3> = (z +9)® — 3zy(z + y) oldugundan = + y = a ve zy = b alarak
a® — 3ab 4 a® + 30b = 2000 yazabiliriz. Buradan 3b(10 — a) = 2000 — 2a° =
2(10* — @?) bulunur. 3b(10 — a) = (10 — a)(100 + 10a + a?) esitligi a # 10 du-
rumunda 3b = a® + 10a + 100 esitligini verir. Ancak (z + y)? > 4zy oldugundan
a?+10a+100 > a® > 4b > 3b dir. Bu ise bir celiskidir. Sonug olarak z+y = a = 10

olmalidir.

1 n 1 n 1 > 27
bla+b) cb+c) alc+a) ™ 2(a+b+c)?
182
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oldugunu gosteriniz.

Coziim: Aritmetik-Geometrik ortalama egitsizliginden

(a+b)(b+c)(c+a) < (a+b+c)3 (1)

8
27
olur. Yine aym esitsizlikten a’b + tab > 2a2bc, b3c + a’be > 2()2ac7 Aa+ b2ac >
2c%ab ve a*b? + b2 > 2b2ac, a’b? + a%c? > 2a2bc, b2 + a%c? > 2¢%ab olur. Taraf
tarafa toplarsak; a*b+b*c+c’a > abe(a+b+c) ve a®b? +b*c* +c*a® > abe(a+b+c)

bulunur. Buradan da

a*b+ b3c+ a + (ab+ be + ca)? > dabe(a +b+¢) (i)

1 27
>

(a+b)(b+c)(c+a) ~ 8la+b+c)?
taraf tarafa carpilarak

(7i) bulunur. (ii) ve (i)

olur. (i) den dolay1

a3b+ b3c + c3a + (ab + be + ca)? o _ 27abe

(a+Db)(b+c)(c+a) ~ 2(a+b+c)?
buradan da
1 N 1 N 1 a*b+b3c+ cPa+ (ab+ be+ ca)? - 27
bla+b) cb+e) alct+a) abc(a +b)(b+¢)(c + a) ~ 2(a+b+c)?

olur.

a # 0,b,c gercel sayilar icin (a + b+ ¢)(4a — 2b+¢) < 0 ise az? + bz + ¢ = 0

denkleminin iki farkh gercel kokiiniin oldugunu ispatlayiniz.

Cozim:

Birinci Coziim a4+ b+ ¢ < 0 ise 4a — 2b + ¢ > 0 olur. Eger ac < 0 ise b*> > 4dac
olacagindan denklemin iki farkli gergel kokii olur. ac = 0 ise a # 0 oldugundan
¢ = 0 olur. Bu durumda a +b < 0, 2a > b oldugundan b # 0 dir. Yani
b2 > 4ac = 0 olur. ac > 0 ise iki durum vardir: a,c¢ > 0 ise b < 0 olmaldir.
a+c<—=b, a’+ct+2ac<b?, 4dac<a®+c+2ac=(a+c) <V olur. a,c<0
durumunda ise 0 > 4a + ¢ > 2b ve 4b> > 16a° + 8ac + ¢ > 16ac ve b®> > 4ac olur.
a+b+c>0ise da—2b+ c < 0olur. Yine ac < 0 veya ac = 0 olamaz. a,c > 0 ise
0 < 4a+c¢ < 2bveb>0olur. 46 > (4a + ¢)? = 164> + 8ac + ¢ > 16ac, b* > dac
olur. a,¢c < 0ise 0 >a+c>—b, b>0olur. b> —a—c >0, b*>> (a+c)2 =
a? + 2 + 2ac > 4ac ve b* > 4ac olur. Boylece ispat biter.
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Tkinci Coziim p(z) = az? + bz + ¢ olsun. p(1) = a+ b+ ¢ ve p(—2) = 4a — 2b + ¢
oldugundan p(1)p(—2) < 0 ve p(z) stirekli oldugu igin Ara Deger Teoreminden p(z)
in (—2,1) arahigida bir gercel kokii vardir. p(x) gergel katsayilh oldugundan ve
kokleri toplami Vieta teoreminden — € R oldugundan diger koki de gergeldir.
Ayni zamanda bu iki kék birbirine ecéit olamaz. Ciinkii, esit olurlarsa a > 0 icin
p(z) >0 Vz € R, a < 0 igin p(z) < 0 Vr € R olur. Ancak p(1)p(—-2) < 0
oldugundan p(1) > 0, p(—2) < 0 yada p(1) <0 p(—2) > 0 dir. Yani kokler farkh

olmalidir.

T+y < 2V/2

x ve y sifirdan farkli gercel sayilar olmak iizere < oldugunu
2 — 2y + 12 /22 1 42
gosteriniz.
A~ . C 9 9 +
Coziim: % < 0 ise sorudaki esitsizligin saglandig1 agiktir. % >
¢ —xYy+y T4 —xYy+y

z+y < 22
N
223y + 2z + 222y% < 8(2t + ¢yt + 32%y? — 223y — 229°) = T(at +yt) — 18(23y +
zy®) 4 22227 > 0 <= (z — y)?(72? — dzy + Ty%) > 0 olur. 72* — 4oy + Ty =
522 + %) +2(z — y)? > 0 ve (z —y)* > 0 oldugundan ispat biter.

0 ise — (%492 (x+y)? < 8(2®—ay+y?)? = z'+yt+

a+b+c+d = 20
ab+bc+cd+da+bd+ac = 150

kogullarini saglayan tiim a, b, ¢, d gercel sayilarini bulunuz.

Coziim: (z — y)? > 0 oldugundan, biitiin gercel sayilar icin z? + 3* > 2zy dir.
Buradan gikan a’ + b2 > 2ab, a® + 2 > 2ac, b2 + 2 > 2bc, b2 + d? >
2bd, &+ d? > 2ed, o®+ d® > 2ad, b* + d* > 2bd esitsizliklerini taraf tarafa
toplarsak 3(a® + b + ¢? + d?) > 2(ab + be + cd + da + ac + bd) elde ederiz. 2-20% =
3(a+b+c+d)? > 8(ab+be+cd+da+ac+bd) = 8-150 ve 3-20% = 8-150 oldugundan
3(a+b+c+d)? =8(ab+ bc + cd + da + ac + bd) qikar. Esitlik ancak ve ancak ilk
esitsizliklerin herbiri birer esitlikken yani a = b = ¢ = d durumunda mumkiindiir.

Buna gore a + b + ¢+ d = 20 oldugundan a = b = ¢ = d = 5 tek ¢oziimdiir.
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x,y,z gergel sayillar i¢in 0 < z,y,z2 < 1 ve zyz = (1 — 2)(1 — y)(1 — z) ise
(I1—2)y, (1—y)z, (1—=z)z sayilarindan en az birinin i den kiigiik veya esit oldugunu

ispatlayiniz.

1 1 1
Cozum: Eger (1—x)y > T (1—-y)z > T (1—2)z > 1 ise zyz(l—z)(1—y)(1—2) >

1 1
o1 olur. zyz = (1 — z)(1 — y)(1 — z) oldugu igin zyz > 3 bulunur. Ayni zamanda

1 1
Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizliginden (1 —z)z < 7 (1—y)y < T (1—-2)z <
1 1
1 oldugundan zyz(1 — z)(1 — y)(1 — 2) < o buradan da bir énce buldugumuz
1
eslitsizlikle celisir sekilde zyz < 3 bulunur. Bu durumda (1—=z)y, (1—y)z, (1—2)z

sayilarindan en az biri 1 den kiiciik veya esittir.

a1, a9, as gergel sayilarinin herbirinin 1 den biiyiikk oldugu ve her ¢ = 1,2,3 igin
: N 1 1 1

> a1 + a2 + ag oldugu bilindigine gore + + > 1

a; — 1 ar+az azx+az3 az+ap

oldugunu ispatlayimniz.

2 . a? ay
> aq1 + as + ag ise — a1 > ag + a3z buradan

ap —1 ai — ar —1
1 al

>
as + as a1+ as + as

Cozim: >

az+as, a; > (al—l)(ag—i-ag), a1 +as+asz > al(ag—i-ag) ve

a9 1 as

olur. Benzer sekilde > ve > olur. Taraf
ay +ag a; +az +asg a1 + as ay +az +asg
1 a9 aj
tarafa toplanarak + + > +
a ai + as ai +asg az +asg a1 +az+as ar + a2+ as
B — 1 bulunur.
a1+ az +as

a,b, ¢ gercel sayilar olmak iizere 2 + az? + bz + ¢ = 0 denkleminin ii¢ gercel kokii
vardir. —2 < a+b+c < 0 ise bu ii¢ kokten en az birinin [0, 2] araliginda yer alacagim

ispatlayiniz.

Cozum: p(z) = (x — z1)(z — z2)(z — x3) olsun. a+ b+ ¢ = p(1) — 1 oldugundan
—2 < p(1) =1 < 0 buradan —1 < p(1) < 1 yani |p(1)] < 1 olur. Ote yan-
dan p(1) = (1 — 21)(1 — z2)(1 — x3) oldugundan [(1 — z1)(1 — z2)(1 —a3)] < 1
gikar. |1 — x|, |1 — x2|, |1 — x3| sayilarmin {¢iiniin birden 1 den biiyiik olmasi
I<|l—ai|- 1 =22 -1 —a3] =[(1 —21)(1 —22)(1 — x3)| <1 geligkisini verecegi
i¢in, genelligi bozmadan |1 — z1| < 1 kabul edebiliriz. Bu durumda —1 <1—2x2; <1
yani 0 < 21 < 2 dir. Sonug olarak p(z) in en az bir koki [0, 2] araligindadur.
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a, b, c gergel sayilari igin

(a+b)(b+c)c+a) = abe
(a®> + (B + ) (B +a®) = PP

ise abc = 0 oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: a®+b> > 0 ve a® +b> > 2ab oldugundan a®+b%>—ab > |ab| dir. Buna gore
la+b|-|a® —ab+ b?| > |a+b| - |ab| yazilabilir ve buradan da |a® + b®| > |a + b| - |ab|
esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde |b3+¢3| > |b+c|-|be| ve |3+a3| > |c+al-|cal, bun-
lar1 da taraf tarafa carparak |a®+b%|-|b*+c?|-|c3+a®| > a*b%c?|(a+b)(b+c)(c+a)]| elde
edilir. |a®b®c®| > a?b%c?|abe| = |a®b?c?| oldugundan esitlik durumunun saglanmasi
icin ilk bagtaki egitsizliklerin her birinin esitlik olmas1 gerekmektedir. Bu durumda
la® 4+ b3 = |a+D|-|ab], |b*+c| = |b+¢|-|be|, |+a®| = |c+al-|ca| olur. Buradan
la +b|(|a® + b* — ab| — |ab|) = 0 ¢ikar. |a +b|, |b+c|, |c+ a| dan herhangi biri 0 ise
abe = 0 olur. Higbiri sifir degilse |a? + b* — ab| = |ab| buradan da a® + b* — ab = ab
veya a® + b* — ab = —ab bulunur. a® + b* — ab = ab durumunda (a — b)? = 0, yani
a=>b, a®> + b* — ab = —ab durumunda ise a = b = 0, sonu¢ olarak her iki durumda
da a = b gikar. Benzer sekilde b = ¢ ve ¢ = a olmahdir. (a + b)(b+ ¢)(c+ a) = abe

denkleminden 2a2b2¢ = @, 8a® =a®, a=0b=c=0 olur.

Negatif olmayan gercel sayilardan olusan a1, as, ... dizisi tiim n pozitif tam sayilar
icing ap 4+ agy > 3n ve apy1 +n < %/W kogullarinin ikisini birden sagliyor.
Buna gore

a-) Her n pozitif tam sayisi i¢in a,, > n oldugunu gosteriniz.

b-) Soruda verilen gartlar1 saglayan bir a,, dizisi bulunuz.

Coziim:

a-) Eger a; < k kosulunu saglayan bir k € N varsa; agy1 + k < QW <
2Vk(k+1) olur. 2y/k(k+1) —k <k+1<=4k(k+1) < 2k+1)2 <= 0<1
oldugundan agy1 < %/W—k < k+1 olur. Benzer gekilde apio < k+2, apys <
k+3,...a9 < 2k olur. Buradan ay + as, < k+ 2k = 3k c¢ikar ki bu da a4+ agr > 3k

ile geligir. Buna gore tiim n € N dogal sayilar i¢in a,, > n olmaldir.

b-) a, = n+1 alirsak a, +ag, =3n+2 > 3nve apy1+n =2n+2, 2y/a,(n+1) =
2n+ 2, anpy1 +n < 2y/an(n+ 1) olur ve kosullar saglanir.
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120. Katsayilar1 negatif olmayan gercel sayilardan olugan p(x) polinomu igin p(1) > 1 ise

121.

122.

1
tiim pozitif gergel sayilar igin p(z)p <> > 1 oldugunu ispatlayimniz.
x

Coziim: p(z) = ax” + ap12" "+ - 4 ayz + ag olsun. p(1) > 1 oldugundan
apg+ai +as+ -+ a, >1dir.
G Gn—1

1
p(z)p x) = (an2™ + an_12" '+ -+ a17 + ap) (* +

a
-+ 2 4ag) bu

xn xn—l

da Cauchy Schwarz esitsizliginden (a, + ap—1+ ---a; + a0)2 > 1 dir.

3
0<a,p,0< g icin sin a+sin S+sin f = 1 ise tan® a +tan? S+ tan® 0 > 3 oldugunu

ispatlayiniz.

Coziim: +sin’z =1 (z € (0, g)) oldugundan sina = a, sinf =
a2 b2 2
b, Shl@ =:Ciﬂanﬂ(tan2a ::Iijag, tanzﬁ = Iijzg, tan29:: 1__62

2 b2
iriz. Bu durumda tan® a 4 tan® 8 + tan?6 4+ 3 = (1 a 5 +1> + (11)2 +1> +

1+ tan?x

yazabil-

2

1 1 1

<1 i 2 + 1> = 1- 2 + T2 + [— 2 olur. Aritmetik-Harmonik ortalama
_1a2 + 1—1b2 + 1_162 3

—3—a?2—-0b2 -2

[a2 £ b2 1 2 b 1
ortalama esitsizligini kullanarak ot 3 te > a4 +3 e 3 a>+ b+ >

esitsizligini kullanarak 1 ve Karesel-Aritmetik

1 3 < 9 bilici I . 1 n 1 n 1 S
- — yagabiliriz. una gore
N g 7 8¢ T2 e
R R— > 3 bir bagka deyisle tan® a + tan® 3 + tan?6 > 3~ 3 = 3
dir.
1
a1 =1, aa=—=vek>1igin agys = ap + iet1 ise,
1 1 1
+ + + ot < 4 oldugunu ispatlayimniz.
ajaz  aa4  Q3as 98100
Cozim: apio = ag + ak2+1 oldugundan 2(agyo — ag) = ag41 dir. Her iki tarafi
2 2 1
apagy10g+2 ile bolersek — = bulunur. Buradan +
QpQk+1 Af+10k+2 A QK2 aiaz
1 1 2 2 2 2 2 2
+oot = - - — ot - =
a22a4 2619861100 ajaz  a2a3 azaz  azaq aggagg  A99a100
— =4 - < 4 gikar. (Not: tiim a; lerin pozitif oldugu agiktir.)
aiaz  a99a100 a99a100

123. p(0) = 0, p((x + 1)*) = (p(z) + 1)® kosulunu saglayan tiim gercel katsayil p(x)
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124.

125.

126.

polinomlarimi bulunuz.

Coziim: p(0) = 0 oldugundan p(1) = (p(0) +1)* = 1 olur. p((1+1)*) = (p(1) +1)3
oldugundan p(8) = 8 olur. Bu sekilde devam ederek sonsuz ¢oklukta = gergel sayisi
i¢in p(z) = = oldugunu goriirtiz. p(x)— z polinomuna ¢(z) diyelim. Sonsuz ¢oklukta
x i¢in ¢(x) = 0 oldugundan ¢(z) polinomu sifir polinomu olmalidir. Bu durumda

p(z) = x polinomu, verilen kogullar1 da sagladig1 i¢in, tek ¢oztimdiir.

f:No— Ny (No=1{0,1,2,...}) bir fonksiyon olmak iizere tiim n € Ny sayilar1 igin
f(f(n)) = f(n)+1 ve min{f(0), f(1), f(2),...} =1 dir. Bu kosullar1 saglayan tiim
f fonksiyonlarini bulunuz.

Cozium: min{f(0), f(1), f(2),...} = 1 oldugundan f(n;) = 1 olacak sekilde bir
ny € No vardir. f(f(n1)) = f(n1) +1 = 2 oldugundan f(n2) = 2 olacak sekilde bir
ng € No vardir. Bu gekilde devam ederek her j € {1,2,3,...} i¢in f(n;) = j olacak
sekilde bir n; € Ny bulunabilir. Bu durumda her j = 1,2,3,... i¢in f(f(n;)) =
f(nj)+1 ve f(j) = j + 1 esitlikleri gecerlidir. min{f(0), f(1), f(2),...} = 1 ve
her j = 1,2,3,... i¢cin f(j) = j + 1 oldugundan f(0) = 1 olmahdir. Bu yiizden
f(n) =n+1 tek ¢oztimdiir.

Her z,y € R icin f(2?) — f(v*) = (= + v)(f(z) — f(y)) kosulunu saglayan tiim

f:R — R fonksiyonlarim bulunuz.

Coziim: y = 0 alirsak f(2%) — £(0) = 2(f(x) — f(0)) olur. Benzer sekilde f(y*) —
F0) = y(f(y) = f(0)) di. Buradan (z + y)(f(z) = f(y)) = f(@*) - f(y*) =
#(f(@) — 1(0) — y((y) — F(0)) buradan da yf(z) — 2(y) = yf(0) — 2f(0) bu-
lunur. f(x) — f(0) = g(z) dersek yg(z) = xg(y) olur. y = 1 alirsak g(z) = xg(1)
vani f(xz) = ax +b, (a,b € R) biciminde olmahdir. Her a,b € R ikilisi igin
(az® +b) — (ay® + b) = (x + y)[(ax + b) — (ay + b)] oldugundan tiim ¢oziimler
f(z) = ax + b seklindedir.

a1 >ag>-->a, >0vear+as+---+a, = 1ise a%+3a%+5a§+- . ~+(2n—1)ai <1

oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: a?+3a3+- -+ (2n—1)a? < (a1 +ag + - - -+ a,)? oldugunu tiimevarm ile

ispatlayacagiz.
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127.

128.

n =1 icin a? = a? olur ve saglanr.

n = k — 1 icin saglaniyorsa n = k i¢in de saglanacagini gosterelim: as > as >

-+ > ag > 0 sayilan igin a3 + 3a3 + -+ + (2k — 3)a; < (az + az + -+ + a)? olur.
k

k
Tim j = 2,3,...k icin 2a1a; > 2a§ oldugundan ZQalaj > Z 2&? ve buradan da
j=2 J=2
k
(a1+az+---+ax)® > ai+ ) 205+ (a3 +3a3 + - + (2k — 3)a}) = ai +3a5+- -+
=2

(2k — 1)a olur ve tiimevarim biter. Sonug olarak a3 +3a3 + - - -+ (2n—1)a? < 1 dir.

sin® 2(1 + cotz) + cos® (1 + tanz) = cos 2z denklemini gercel sayilar kiimesinde

¢Ozinuz.

2

Coziim: sin® z(1 + cot x) + cos® z(1 + tanz) = sin® z(sinz 4 cos ) + cos® z(sinz +

cosz) = sinz + cosx

2 2

sinx + cos x = cos 2z = cos” x — sin”x = (cosx + sinx)(cosz — sinz) olur. Buradan
(sinx 4 cosz)(1 +sinz — cosx) = 0 bulunur.

i) sinz + cosz = 0 ise tanz = —1, 2= 3T +kr (k€ Z),

—sin(z — ) T -1

, sin(z — =) = 7

4
T -7 T .
olur. = — 1= 71 + 2km veya x — 17" (T) + 2km olur. Yani x = 2k7 veya
3T

z=— + 2km (k € Z) seklindedir. Ancak soruda verilen denklemde tanx ve cot x

ii-) 1 +sinx —cosx = 0 ise 1 = cosz — sinx = —
Slnz

3
bulundugundan sinx ve cosz sifir olmamalidir. Yani z = 2kw veya x = g + 2k

olamaz. Coziim kiimesi {?% + km; k€ Z} dir.

2 Vo —1 -1 1 2
x x x x
Vo —1 =
o1 T VETIT TR z? +\/x_1+\/$_1
kiimesinde ¢oziiniiz.

denklemini gergel sayilar

2

o x z—1 22 +1 1
Coziim: P m—(l%—ﬁ)\/x—lve
(?—z+ 1)@ +2—-1) (®+1)@*—-z+1)

z?(z —1) B x2/z —1
22—z +1 = 0 denkleminin gercel ¢6ziimii olmadigindan 2 +2 —1 = Vz — l(ac2 +1)

olur. Buradan (2 —+v/z — 1)(1—+/z — 1) = 0 bulunur. = > 1 oldugundan (vz — 1 €
R), z* >z ve 22 > Vx — 1 dir. Yani 1 — vz —1 = 0 olmalidir. Buradan z = 2

bulunur ve x = 2 verilen kosullar1 saglayan tek gercel sayidir.

olur.
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b c

< 1 oldugunu is-
2a+b  tc Zeta - CCUEIUH

129. a, b, ¢ pozitif gergel sayilar olmak tizere

patlayiniz.

b 2 % 2 2
Coziim: a € <9 (1— ¢ >+

a c
<1
2a—|—b+2b—|—c+20—i—a_ <:>2a—|—b+2b+c+26+a 2a+b
2b 2c b c a

1-— 1- > 1 = > 1 dir. Cauchy-

< 2b+c)+< 20+a)_ 2a+b+2b—|—c+26+a_ e Aty
Schwarz esitsizliginden;

c

2a + b)b+ (2b 2

[(2a 4 b)b + (2b+ c)c + (2¢ + a)a] [2a+b+2b+c+20+a

c a (a+b+c)?

>
) _ 2a—i—b+2b—|—c+2c+a_a2—|—62—|—02—|—2ab+2bc—|—20a
ispat biter.

] > (b+ c+a)? ve bu-

radan da = 1 olur ve
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